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1. Imie i nazwisko
Andrzej Wal

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe/ artystyczne - z podaniem nazwy, miejsca

i roku ich uzyskania oraz tytutu rozprawy doktorskiej

1988 Stopien magistra fizyki uzyskany na Wydziale Matematyczno-Fizycznym
Wyzszej Szkoty Pedagogicznej w Rzeszowie.
Praca magisterska ,Wptyw czynnikéw zewnetrznych na zjawisko
selektywnego odbicia w ciektych krysztatach cholesterolowych”;
promotor: dr hab. Henryk Konwent

1997 Stopien doktora nauk fizycznych w zakresie fizyki na Wydziale Fizyki
Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Tytut rozprawy:
,Krystalograficzne i magnetyczne symetrie cechowania w skonczonym
tancuchu liniowym”; promotor: Prof. dr hab. Tadeusz Lulek; recenzenci:
Prof. dr hab. Jacek Karwowski (Uniwersytet Mikofaja Kopernika
w Toruniu), Prof. dr hab. Wiestawa Sikora (Akademia Gérniczo-Hutnicza

im. Stanistawa Staszica w Krakowie)

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych/

artystycznych

1987 Asystent stazysta w Zaktadzie Fizyki Potprzewodnikéw Instytutu Fizyki
na Wydziale Matematyczno-Fizycznym Wyzszej Szkoty Pedagogicznej
w Rzeszowie (obecnie Uniwersytet Rzeszowski)

1988-1997  Asystent w Zakladzie Fizyki Poétprzewodnikéw Instytutu Fizyki na
Wydziale Matematyczno-Fizycznym Wyzszej Szkoty Pedagogicznej
w Rzeszowie (obecnie Uniwersytet Rzeszowski)

1997-2007  Adiunkt w Zaktadzie Fizyki Potprzewodnikéw (ZFP) Instytutu Fizyki na
Wydziale Matematyczno-Przyrodniczym Uniwersytetu Rzeszowskiego

2007-2010  Starszy wyktadowca w ZFP Instytutu Fizyki na Wydziale Matematyczno-
Przyrodniczym Uniwersytetu Rzeszowskiego

2011-2013  Adiunkt w Zaktadzie Fizyki Potprzewodnikéw Instytutu Fizyki na
Wydziale Matematyczno-Przyrodniczym Uniwersytetu Rzeszowskiego

0d 2013 Starszy wyktadowca na Wydziale Matematyczno-Przyrodniczym

Uniwersytetu Rzeszowskiego



4, Wskazanie osiggniecia! wynikajgacego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca
2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w
zakresie sztuki (Dz. U. nr 65, poz. 595 ze zm.):

Jako osiggniecie naukowe, zgodnie z powyzszg ustawg, wskazuje jednotematyczny cykl
o$miu samodzielnych publikacji. Prace te podsumowuja moje badania prowadzone od
roku 2005 i jednocze$nie stanowia spojng catoS¢ poSwiecong opisowi wiasnosci
elektronu na dwuwymiarowej sieci, z warunkami brzegowymi Borna-Karmana,
poddanego dziataniu skwantowanego pola magnetycznego.

Prace przedstawiam w porzgdku chronologicznym, podajgc pod kazdg z nich impact
factor czasopisma, zgodnie z rokiem, w ktérym zostata opublikowana oraz liczbe

cytowan (wg bazy Web of Science).

a) tytul osiagniecia naukowego/artystycznego,

JStruktura pasm elektronéw Blocha dla skoriczonych uktadéw dwuwymiarowych

w skwantowanym polu magnetycznym”

b) Publikacje wchodzace w sklad osiggniecia naukowego w kolejnosci
chronologicznej (autor/autorzy, tytul/tytuty publikacji, rok wydania, nazwa
wydawnictwa),

H1. A. Wal, Magnetic translation group for a finite system, 2005, Physica Status Solidi (b),
242,291-295.
impact factor: 0.836; liczba cytowan: 2

H2. A. Wal, Tight binding analogue of cyclotron orbits, 2007, Physica Status Solidi (b),
244, 2559-2563.

impact factor: 1.071; liczba cytowan: 1

H3. A. Wal, The magnetic translation group for a finite system and the Born-Karman
boundary condition, 2008, Journal of Physics: Conference Series, 104, 012021.

impact factor: brak ; liczba cytowan:2

1 s ; . .
w przypadku, gdy osiggnigciem tym jest praca/ prace wspélne, nalezy przedstawi¢ o§wiadczenia

wszystkich jej wspotautoréw, okreslajace indywidualny wkiad kazdego z nich w jej powstanie.




H4. A. Wal, The structure of magnetic translation group for a finite system, 2009, Physica
B-Condensed Matter, 404, 1040-1044.
impact factor: 1.056 ; liczba cytowan: 3

H5. A. Wal, Multielectron irreducible representations of the magnetic translation group,
2009, Physica Status Solidi (b), 246, 1024-1028.
impact factor: 1.150 ; liczba cytowan: 1

H6. A. Wal, The symmetry of three-electron states in a quantized magnetic field, 2011,
Physica B: Condensed Matter, 406, 2734-2739.

impact factor: 1.063; liczba cytowan: 1

H7. A. Wal, Band structure, Brillouin zone, and condensation of states for an itinerant
electron in a magnetic quantum dot, 2013, Physica B: Condensed Matter, 410, 222-226.

impact factor: 1.327; liczba cytowan: 1

H8. A. Wal, Energy bands for finite two-dimensional systems in a quantised magnetic field:
the symmetry of the model, 2013, Journal of Mathematical Chemistry, 51, 2285-2316.

impact factor:1.226; liczba cytowan: 0

c) omowienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy/prac i osiagnietych

wynikéw wraz z omowieniem ich ewentualnego wykorzystania.

Celem naukowym pracy bylto okreslenie wtasnosci elektronu na dwuwymiarowych,
skonczonych sieciach poddanych dziataniu skwantowanego pola magnetycznego, w tym
zmian powodowanych przez to pole w strukturze skonczonych analogéow pasm
energetycznych, w strefie Brillouina takiego uktadu, jak réwniez podanie liczb
kwantowych charakteryzujacych stany, w tym takze stany wieloelektronowe,
z wykorzystaniem symetrii i narzedzi teorii grup. Wymienione uktady charakteryzujg
sie niezwykle interesujgcymi wtasno$ciami fizycznymi, ktore sprawiajg, iz sg one od
dtugiego czasu obiektem =zainteresowan badaczy, zaréwno doswiadczalnikéw jak
i teoretykOw. Zainteresowanie to wzrosto szczegdlnie po odkryciu catkowitego
i utamkowego kwantowego efektu Halla i prébach teoretycznego jego wyjasnienia.
Znamienng cechg takich uktadéw jest zaleznos¢ struktury pasmowej od bardzo nawet

niewielkiej zmiany skwantowanego pola magnetycznego, objawiajgca sie tzw. ,motylem

(VS



Hofstadtera” 2 na wykresie E(n), gdzie n oznacza liczbe kwantéow strumienia
przypadajgcych na komoérke elementarng sieci. Widmo ma charakter fraktalny, tzn.
poziomy energii dla matych zmian strumienia odtwarzaja strukture, jaka mozna
zobaczy¢ w wiekszej skali. Dla niewymiernej liczby kwantow strumienia przypadajgcych
na komoérke dwuwymiarowej sieci widmo to staje sie zbiorem Cantora. Efekty te
zwigzane s3 z kwantowaniem pola magnetycznego, a doktadniej mowigc z
niewspotmiernoécig liczby kwantéw strumienia pola magnetycznego i wymiarow
przestrzennych komoérek elementarnych sieci dwuwymiarowe;j.

Pomimo dtugiego okresu badan nad takimi uktadami wcigz pojawiajq sig
interesujgce problemy w tym obszarze. Odnosza sie one do takich zagadnien
teoretycznych jak: ztozone fermiony (ang. ,composite fermions”)3, grupy kwantowe i
zastosowanie podstawienia Bethego do uktadéw dwuwymiarowych#, problemy
kwantowania dla niskowymiarowych rozmaito$ci > oraz stosowanie warunkdéw
brzegowych do uktadéw o skonczonych wymiarach®. Nabierajg one szczegdlnego
znaczenia w ostatnich latach, kiedy mozliwe jest osigganie tak duzych strumieni pola
magnetycznego przypadajacych na komorke sieci, by obserwowac fraktalny charakter
widma. Stato sie¢ tak dzieki wprowadzeniu do badan sieci optycznych pozwalajgcych
symulowaé pole magnetyczne wystarczajgce do odnotowania rozwazanych efektéw?.
W 2013 roku ukazata sie praca donoszaca o obserwacji fraktalnego widma dla
supersieci Moiré’a powstatej z umieszczenia w odpowiedni sposoéb atomowej warstwy
grafenu na heksagonalnym azotku boru (BN)8.

Tematyka badan przedstawiona w cyklu samodzielnych prac zwigzana jest
przede wszystkim z wykorzystaniem symetrii do opisu cech omawianych modeli.
W literaturze z tej dziedziny spotyka sie gtdwnie konstrukcje zwang magnetyczna grupa
translacji (ang. magnetic translation group — MTG), ktéra zastepuje zwyklg grupe

translacji w przypadku obecnosci skwantowanego pola magnetycznego. Zostata ona

2 D. Hofstadter, Phys. Rev. B, 14(6), 2239-2249 (1976).

3].] Quinn, A. Wojs, K.-S. Yi, G. Simion, Phys. Rep., 481(3-4), 29-81 (2009).

4 P. B. Wiegmann, A. V. Zabrodin, Mod. Phys. Lett. B, 08(05), 311-318. (1994); Y. Hatsugai, M. Kohmoto, Y.-
S. Wu, Phys. Rev. B, 53(15),9697-9712 (1996).

5 R. Alicki, ]. Klauder, ]. Lewandowski, Phys. Rev. A 48, 2538-2548 (1993); K. Kowalski, ]. Rembielifiski, |.
Phys. A. Math. Gen., 38, 8247-8258 (2005).

6 K. Czajka, A. Gorczyca, M. M. Maska, M. Mierzejewski, Phys. Rev. B, 74, 125116 (2006).

7M. Aidelsburger, et. al., Phys. Rev. Lett. 107, 255301 (2011); K. Jimenez-Garcia, et. al,, Phys. Rev. Lett.
108, 225303 (2012).

8C.R. Dean, et. al., Nature, 497, 598, (2013).



wprowadzona przez Zaka i Browna w latach 60. ubiegtego wieku®. Grupa ta pozwala
charakteryzowaé, poprzez swoje reprezentacje nieprzywiedlne, stany elektronu
na dwuwymiarowej sieci krystalicznej z prostopadtym polem magnetycznym
o skwantowanym strumieniu. Kwantowanie dobrane jest w taki sposob, ze strumien
przypadajacy na komérke elementarng sieci jest dany utamkiem n = p/q w jednostkach
kwantu strumienia h/e, gdzie piq to liczby catkowite niemajgce wspoélnego dzielnika.
Takie podejscie wymaga uwzglednienia relacji pomiedzy kwantowaniem pola
magnetycznego, wymiarem skonczonej sieci i stosowanymi warunkami brzegowymi.
Pole magnetyczne wprowadzane jest do teorii opisujgcej omawiane zjawiska poprzez
potencjat wektorowy, ktéry z kolei moze by¢ zmieniany poprzez dobér odpowiedniego
cechowania. Pomimo tego, ze taki wybor nie zmienia parametréw energetycznych
uktadu, moze jednak mie¢ znaczenie przy uwzglednianiu wspomnianego efektu
wspotmierno$ci parametréw pola i warunkéw brzegowych.

Wykorzystujgc narzedzia teorii grup, w odniesieniu do opisanych wyzej uktadéw,
zbadatem zagadnienia do tej pory rzadko analizowane w literaturze z omawianego
obszaru. Ws$r6éd najwazniejszych wymieni¢ nalezy: zalezno$¢ struktury MTG od
wybranego cechowania pola magnetycznego oraz od zastosowanych warunkow
brzegowych, wyznaczenie relacji réwnowazno$ci w zbiorze reprezentacji
nieprzywiedlnych MTG, a tym samym liczb kwantowych okreslajacych pasma
energetyczne skonczonych krysztatéw, w tym wyznaczajacych strefe Brillouina w polu
magnetycznym, oraz przedstawienie sposobu wyznaczania tzw. ,reprezentacji
niefizycznych”, wraz z zaproponowaniem ich interpretacji dla uktadow
wieloelektronowych.

W moich badaniach ograniczytem sie gtéwnie do ukladéw o skonczonych
wymiarach. Do takich obiektow stosowatem periodyczne warunki brzegowe Borna-
Karmana, poniewaz interesowato mnie opisanie wtasnoéci energetycznych w funkcji
kwazipedow, tak jak to zwykle przedstawiane jest w fizyce ciata stalego. Istnieje co
prawda alternatywne podejscie zwigzane z wykorzystaniem tzw. sfery Haldane’a, gdzie
glbwnym parametrem jest moment pedu, jednakze zastosowany przeze mnie sposéb
opisu symetrii za pomocg magnetycznej grupy translacji, zdeterminowat wybédr
wspomnianych warunkéw brzegowych.

Poczgtkowo badania dotyczyly relacji wspoétmierno$ci pomiedzy polem
magnetycznym, zadanym poprzez potencjal wektorowy oraz parametr n =p/q

okreslajgcy kwantowanie, a wymiarami przestrzennymi skonczonego uktadu. Dla ich

9]. Zak, Phys. Rev. 134, A1602-A1606 i A1607-A1611, (1964); E. Brown, Phys. Rev. 133, A1038-A1044,
(1964).




opisania wykorzystatem wiasnoéci magnetycznej grupy translacji oraz jej reprezentacji
nieprzywiedlnych. Te ostatnie zostaly wyznaczone metodg indukcji, co pozwolito na
komputerowg implementacje algorytmu umozliwiajacego uzyskanie reprezentacji dla
zadanych parametréw uktadu. Jednym z gtéwnych wnioskéw tej czeSci badan byto
wykazanie, ze warunki brzegowe dla skonczonych uktadéw majag wptyw na rodzaj
stosowanego potencjatu wektorowego, kompatybilnego ze wzgledu na relacje
wspotmiernosci. Rozwazytem dwa najczesciej uzywane cechowania: Landaua
i symetryczne.

7 zagadnieniem wspétmiernosci wiaze sie takze relacja pomiedzy wybranym
cechowaniem a strukturg magnetycznej grupy translacji. Rozwazajac wspomniane wyzej
dwa cechowania pokazaltem, jak szczegétowe wiasnosci struktury od nich zalezg. Ten
etap badan pozwolil takze na wyrazenie elementow grupy poprzez odpowiednie
generatory.

W literaturze pos$wieconej omawianym zagadnieniom pojawia si¢ pojecie
,magnetyczna strefa Brillouina”1?, ktére odzwierciedla zmiane, jakiej podlega strefa
Brillouina dwuwymiarowego krysztalu po wiaczeniu skwantowanego pola
magnetycznego. Najczes$ciej zmiane te opisuje sie jako zmniejszenie iloSci dostepnych
kwazipedéw, w jednym z wybranych kierunkéw w sieci odwrotnej. Doktadna analiza
reprezentacji nieprzywiedlnych okreslajacych ,nieré6wnowazne” kwazipedy pozwolita
na zdefiniowanie ,magnetycznej pasmowej strefy Brillouina”, jako zbioru wektoréw k
nad ktéorymi zdefiniowane sg skonczone analogony pasm energetycznych dla takich
uktadow.

Zak w swojej pracy wprowadzajacej MTG zdefiniowat wybrane reprezentacje tej
grupy jako ,fizyczne”, tj. majgce znaczenie przy opisie stanéw jednoelektronowych.
Okres$lone sa one poprzez wybranie konkretnej warto$ci parametru charakteryzujgcego
nieprzywiedlne reprezentacje grupy, doktadniej moéwiac reprezentacje grupy
cechowania, bedacej podgrupa MTG. Pozostate wartosci tego parametru okreslane sg
jako niefizyczne. Florek 11 w swoich pracach zaproponowal, iz reprezentacje
odpowiadajgce tym parametrom majg zastosowanie w przypadku uktadéw
wieloelektronowych. Rozszerzytem to podejécie na uktad identycznych elektronow
uwzgledniajgc w opisie zarowno grupe symetryczng (nierozréznialno$¢ czastek) jak
i oddziatywanie typu Hubbarda miedzy elektronami.

Cykl prac rozpoczyna prezentacja metod wyznaczania magnetycznej grupy

translacji oraz jej reprezentacji dla przypadku sieci skonczonych, a kolejne prace

10 M. Kohmoto, Ann. Phys. (N. Y), 160, 343-354 (1985).
' W. Florek, Phys. Rev. B, 55, 1449-1453, (1997); ]. Math. Phys. 42,5177, (2001).



omawiajg wihasno$ci takich uktadéw w skwantowanym polu magnetycznym. Ponizej
przedstawiam najwazniejsze uzyskane wyniki:

1. OkreSlenie struktury magnetycznej grupy translacji dla wybranych cechowan
pola magnetycznego (Landaua i symetryczne). Elementy grupy translacji mozna
przedstawi¢ w postaci (t,y), gdzie t oznacza translacje, ay jest stowarzyszong
znig fazg (efekt pola magnetycznego). Obliczenia wykazujg, ze zbidr faz
zwigzanych z translacjami jest zalezny nie tylko od wybranego cechowania i od
parametrun = p/q, ale takze od wtasnoéci arytmetycznych sktadowych wektora
t. Zalezno$c¢ ostatnig obserwujemy jednak tylko dla cechowania symetrycznego.
Pokazano takze, ze dla tego cechowania rzad grupy magnetycznych translacji nie
zalezy do parzysto$ci liczby p, cho¢ jej wtasnosci parzysto$ci majag wpltyw na
szczegotowa strukture grupy.

2. Ustalenie relacji pomiedzy parametrami skwantowanego pola magnetycznego,
warunkami brzegowymi Borna-Karmana oraz wybranym cechowaniem pola
magnetycznego. Analiza tego typu zalezno$ci pokazata, ze dla cechowania
symetrycznego, aby zachowac okresowe warunki brzegowe, konieczne jest
ograniczenie dopuszczalnych wartosci kwantowania pola magnetycznego do
takich, dla ktérych liczba p ma warto$ci parzyste. Dla cechowania Landaua nie
obserwuje sie tego typu zaleznoSci, tj. dopuszczalne sg wszystkie wartosci

kwantowania pola w postacin = %, gdziep =1,2,3,...L, a L jest wymiarem sieci

wzdtuz wybranego kierunku. Gtéwnym wnioskiem tej czesci badan jest
okreslenie wptywu wybranego cechowania na dopuszczalne, przy stosowaniu
periodycznych warunkach brzegowych, kwantowanie pola magnetycznego.

3. Interpretacja tzw. ,niefizycznych” reprezentacji nieprzywiedlnych I'*x%v$
magnetycznej grupy translacji. W literaturze dotyczgcej omawianych zagadnien
zazwyczaj uzywa sie reprezentacji nieprzywiedlnych zwanych ,fizycznymi”, tj.
okreSlonymi  poprzez wybranie parametru s=1. Liczba s numeruje
reprezentacje podgrupy MTG zwigzanej z czynnikiem fazowymy, tj. grupy
cechowania. W pracach pokazano, w jaki sposéb wyznacza¢ reprezentacje dla
wyzszych warto$ci s oraz podano ich interpretacje fizyczng. Takie wiasnie
reprezentacje moga by¢ wykorzystane do charakteryzowania stanéw uktadow
wieloelektronowych. Przy tym opisie uwzgledniono réwniez grupe symetryczna
i unitarng, ktére zostaty wprowadzone z powodu nierozréznialnoéci czgstek

zgodnie ze schematem dwoisto$ci Weylal2. W rozwazanym modelu naturalnym

12H. Weyl, The theory of groups and quantum mechanics, New York: Dover Publications (1984).



jest rozszerzenie rozwazan o oddziatywanie odpychajace (model Hubbarda)
pomiedzy elektronami.
. Wprowadzenie parametréw opisujacych strukturg pasm w polu magnetycznym.
Reprezentacje nieprzywiedlne I' magnetycznej grupy translacji poprzez swoje
parametry (kwazipedy) Ky, k, numerujg stany pasma. Wartosci tych kwazipedow
tworza magnetyczng strefe Brillouina (ang. magnetic Brillouin zone - MBZ).
Liczba kwantowa y’ numerujgca podpasma, na jakie rozszczepia si¢ pojedyncze
niezdegenerowane pasmo w polu magnetycznym, zwigzana jest
z wielowymiarowo$ciag  reprezentacji T'***»*. Dla pola magnetycznego
okreélonego przez n = p/q wymiar reprezentacji nieprzywiedlnej wynosiy' = g.
Wprowadza sie jeszcze jeden parametr, y, okreSlajgcy stopien degeneracji
kazdego podpasma, a odnoszacy si¢ do krotnosci reprezentacji ' w rozktadzie
reprezentacji przywiedlnej MTG, okreslonej w przestrzeni potozen ukfadu.
W ostatecznym efekcie, pojedyncze niezdegenerowane pasmo dla skonczonego
krysztatu bez pola magnetycznego rozpada si¢ w skwantowanym polu nag
podpasm, z ktérych kazde jest g-krotnie zwyrodniate. Dodatkowa liczba
kwantowa s zwigzana jest z reprezentacjami podgrupy cechowania magnetyczne;j
grupy translacji, a jej warto$¢ okresla liczbe elektronéw w opisywanym uktadzie.
Pole magnetyczne zmienia symetrie translacyjna uktadu wprowadzajac
nieabelowo$¢ elementéw grupy symetrii. Taka nieabelowo$¢ prowadzi w istocie
do podniesienia symetrii, ktére przejawia sie w tym, iZ reprezentacje
nieprzywiedlne MTG sg wielowymiarowe. Kontrastuje to z jednowymiarowymi
stanami Blocha, jako reprezentacjami abelowej grupy translacji. Symetria nowej
struktury opisana jest przez komorke magnetyczna, ktora jest g-krotnie wieksza
od komorki krystalograficznej. Magnetyczna strefa Brillouina jest natomiast,
odpowiednio, g-krotnie rozrzedzona, tj. posiada mniejszy zestaw dopuszczalnych
kwazipedéw w wybranym kierunku, np. y. W pracach pokazano, ze rozrzedzenie
to nalezy uzupetni¢ komplementarnym uszczupleniem kwazipedéw w kierunku
prostopadtym do wspomnianego. Wynika to z relacji réwnowaznos$ci w zbiorze
reprezentacji nieprzywiedlnych. W obrazie pasm zdefiniowanych nad tak
zredukowang strefg, nazywana magnetyczng pasmowa strefg Brillouina (ag.
magnetic band Brillouin zone - MBBZ), obserwujemy zatem ,kondensacje”
stanéw nad dopuszczalnymi przez symetrie kwazipedami. Takie zwyrodnienie,
potgczone z rozrzedzeniem strefy, to analogon zlewania sie w polu
magnetycznym poziomoéw swobodnych elektronéw w poziomy Landaua.
Opis metody indukcji reprezentacji nieprzywiedlnych magnetycznej grupy

translacji dla uktadow wieloelektronowych. Liczba elektronéw zwigzana jest
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- : . KKy, : .
z parametrem s reprezentacji nieprzywiedlnej I . Pokazano, ze wyznaczanie

takich reprezentacji dla s > 1 jest szczeg6lnie proste w przypadku, gdy parametr
ten nie ma wsp6lnego dzielnika z parametrem g, okre$lajacym pole magnetyczne
(strumien pola jest zadany przezn = p/q).

6. Podanie macierzy przejcia pomiedzy bazami: potozeniows, pedowg oraz
dopasowang do symetrii permutacyjnej. Pozwalajg one na petng charakterystyke
stanow na wzor algebry Racah teorii momentu pedu przeniesionej na skoficzone
krysztaly. Dotyczy to zaréwno stanéw jedno- jak i wieloelektronowych, przy
czym w tych ostatnich liczby kwantowe odnosza si¢ do wartosci dotyczacych
catego uktadu s elektronéw. Dla wyznaczenia macierzy przej$cia wykorzystano
operatory rzutowania zbudowane z uzyciem reprezentacji nieprzywiedinych

magnetycznej grupy translacji i grupy symetrycznej X;.

Znajomo$¢ widma energii dla uktadéw nano- i mezoskopowych jest szczegdlnie istotna
obecnie, ze wzgledu na techniczne mozliwosci wytwarzania takich struktur. Metody
zaprezentowane w cyklu publikacji moga by¢ wykorzystane do opisu tych uktadow
w polu magnetycznym. Szczegoélnie interesujgce, w tym kontekscie, moze by¢ okre$lenie
fizycznie poprawnych i matematycznie rozwigzywalnych warunkéw brzegowych
stosowanych w przypadku skonczonych sieci. Rownie ciekawe i pouczajgce jest badanie
zmian powodowanych w strukturze pasm przez skwantowane pole magnetyczne
i skonczonos$¢ sieci krystalicznej. Zgromadzona w efekcie takich badan wiedza moze

pozwoli¢ na projektowanie uktadéw o zadanym widmie energiil3.

Wyniki badan zawartych w pracach H1-H8

H1. A. Wal, Magnetic translation group for a finite system, 2005, Physica Status Solidi (b),
242,291-295.

W pracy postuzono sie modelem elektronu wedrujacego, przy czym oddziatywanie
ograniczone zostato do najblizszych sgsiadow. Dynamika uktadu opisana zostata przez
hamiltonian ciasnego wigzania, askonczony krysztat zostat domkniety warunkami
brzegowymi Borna-Karmana. Zastosowano najprostszy model z izotropowg catka
przeskoku i z polem magnetycznym wprowadzonym poprzez faz¢ 9, zdefiniowang dla
kazdej krawedzi (4, u) komérki krysztatu, gdzie A i u oznaczaja jego wezty. Kluczowym

parametrem modelu jest utamek n = p/q reprezentujacy strumien pola magnetycznego

13 ], Zak, J. Phys. Conf. Ser. 104, 012013 (2008).



przechodzacy przez komorke elementarng i wyrazony w jednostkach kwantu
strumienia h/e. Zastosowano cechowanie symetryczne pola magnetycznego.

Symetrie takiego modelu opisuje magnetyczna grupa translacji. Przedstawiono
i scharakteryzowano te grupe dla dwuwymiarowego skonczonego krysztatu (na
przyktadzie o rozmiarze przestrzennym Ly X L, = 4 X 4 i z parametrem n = 1/2, gdzie
wymiary wyrazono w jednostkach wielko$ci komérki elementarnej). Opisano rowniez
metode otrzymywania reprezentacji nieprzywiedlnych MTG poprzez indukcjg
z maksymalnej podgrup!4. Podgrupa ta wybierana jest poprzez wskazanie magnetycznej
komérki elementarnej, tj. komérki dla ktérej sumowanie faz wzdtuz krawedzi daje
warto$¢ bedacg liczbg catkowita. Oznacza to, Ze strumieri pola magnetycznego
przenikajacy wybrana w ten sposob komérke jest catkowitg wielokrotnos$cia kwantu
strumienia. Tak zdefiniowana podgrupa jest abelowa, co utatwia znalezienie jej
reprezentacji nieprzywiedlnych.

Procedura indukcji okazata sie efektywna itatwa do zamiany na algorytm
komputerowy, ktory zostal zaimplementowany w jezyku pakietu Maple i wykorzystany
w dalszych obliczeniach wykonanych na potrzeby kolejnych prac z tej tematyki.

Otrzymane indeksy reprezentacji nieprzywiedlnych charakteryzujg stany
elektronu w polu magnetycznym i polu periodycznego potencjatu. W kontekscie
nastepnych prac koniecznym wydaje sie podkreSlenie, ze w obliczeniach zastosowano
periodyczne warunki brzegowe. Jak sie bowiem okaze majg one znaczenie dla okre$lenia
tzw. warunkéw wspoétmiernosci, tj. relacji pomiedzy rozmiarem krysztatu, warto$cig

pola magnetycznego i uzytym cechowaniem pola magnetycznego.

H2. A. Wal, Tight binding analogue of cyclotron orbits, 2007, Physica Status Solidi (b)
244, 2559-2563.
W pracy rozwazano analog orbity cyklotronowej dla elektronéw Blocha w polu
magnetycznym, jak rowniez wzajemne relacje pomiedzy warunkami brzegowymi
a kwantowaniem pola magnetycznego. Przyjeto warunki brzegowe Borna-Karmana.
Wprowadzaja one kwaziped, liczbe kwantowg powszechnie uzywang w opisie pasm
energetycznych krysztatéw. Oddziatywania elektronéw z polem magnetycznym
i periodycznym potencjatem opisuje model ciasnego wigzania, wyrazony poprzez tzw.
hamiltonian przeskoku. Struktura energetyczna jest w tym modelu bardzo czufa na
warto$¢ n i prowadzi do zaleznos$ci typu motyl Hofstadtera.

Wybrano symetryczne cechowanie pola magnetycznego. Warunki brzegowe

wprowadzajg relacje réwnowaznos$ci pomiedzy odpowiednimi elementami

14]. Mozrzymas, Zastosowania teorii grup w fizyce, PWN Warszawa, Wroctaw (1977).
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magnetycznej grupy translacji, co prowadzi jednocze$nie do natozenia ograniczen na
dopuszczalne, w ramach stosowanego modelu, kwantowanie pola magnetycznego.
Otrzymujemy wowczas zalezno$¢ opisujacg kwantowanie pola w postacin = r/L, gdzie
L jest periodem krysztalu dwuwymiarowego, a r liczbg calkowitg parzysta.

Wybrany hamiltonian modelu powinien komutowac¢ z operacjami magnetyczne;
grupy translacji, w szczegélnosci z takimi, ktore definiujg translacje o wektory
prymitywne sieci. Warunek ten prowadzi do otrzymania dystrybucji faz zaleznych od
wybranego cechowania i zdefiniowanych dla kazdej krawedzi komoérki elementarne;.
W pracy pokazano taki rozktad faz dla modelu skonczonego krysztatu. Powinien by¢ on
zgodny z przyjetymi warunkami brzegowymi, co naktada ograniczenie na dopuszczalne
wartoéci utamka . Jego licznik powinien naleze¢ do zbioru parzystych liczb
catkowitych z przedziatu r € {0,L"}, gdzie L" jest liczbg parzystg mniejszg od L.

Wprowadzone w pracy operatory T(a) i T(b) opisujg dziatanie magnetycznej
grupy translacji w przestrzeni standw kwantowych elektronu. Sg to unitarne
niekomutujgce operatory, ktéorych nie mozna jednocze$nie zdiagonalizowac. Baza
stanow moze by¢ jednak zdefiniowana w taki sposéb, ze jeden z nich, np. T(b) bedzie
miat posta¢ diagonalng. Wtedy drugi, T(a), nie moze by¢ w petni zdiagonalizowany
ikazda nieredukowalna podprzestrzenn jest analogiem orbity cyklotronowej
definiowanej dla elektronéw swobodnych. Operator T(a) dziata na takiej podprzestrzeni

w sposob cykliczny, co potwierdza wspomniang wyzej analogie.

H3. A. Wal, The magnetic translation group for a finite system and the Born-Karman
boundary condition, 2008, Journal of Physics: Conference Series, 104, 012021.
W pracy rozszerzono dyskusje, wspomnianych w pracy H2, wzajemnych relacji
pomiedzy warunkami brzegowymi Borna Karmana, a wybranymi cechowaniami pola
magnetycznego, tj. cechowaniem Landau icechowaniem symetrycznym. Jej gtéwnym
celem byto poréwnanie przydatnosci obu wymienionych cechowan do opisu
skonczonych uktadéw z zastosowanymi periodycznymi warunkami brzegowymi.
Elementy grupy MTG zapisane by¢ moga jako (t,y), gdzie t oznacza translacje
nalezagcg do grupy translacji T skonczonego krysztatu, a y zwigzana jest z faza
wprowadzong przez pole magnetyczne. CzeS¢ fazowa, a wiec i posta¢ mnoZenia
grupowego zalezy od przyjetego cechowania pola magnetycznego. Periodyczne warunki
brzegowe wprowadzaja relacje rownowaznosci pomiedzy elementami grupy, ktérych
translacje roézniag sie o period krysztatu N (wymiar krysztatu skonczonego
w jednostkach komérki elementarnej). Relacje te w potgczeniu z prawem mnozenia
grupowego okreslaja kryteria, jakie powinno spetnia¢ skwantowane pole magnetyczne,

tj. naktadajg warunki na dopuszczalne warto$ci parametru n. Dla cechowania Landaua
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parametr ten powinien by¢ postacin = n/N, gdzie n=0,1,..N - 1. Dla cechowania
symetrycznego natomiast licznik utamka 7 powinien by¢ liczbg parzystg z przedziatu
(0, N — 1). Kwantowanie strumienia w rozwazanym modelu zalezy zatem od wybranego
cechowania. Z dwu przedstawionych cechowan bardziej dopasowane do symetrii uktadu
jest cechowanie Landaua. Dla niego bowiem zbiér dozwolonych wartoscin jest
dwukrotnie wiekszy niz w przypadku cechowania symetrycznego. Prowadzi to do
wniosku, ze dla matych ukladéw wzajemne relacje pomigdzy rozmiarami sieci,
warunkami brzegowymi i wybranym do opisu pola magnetycznego cechowaniem s3

istotne i powinny by¢ brane pod uwage przy opisie takich uktadow.

H4. A. Wal, The structure of magnetic translation group for a finite system, 2009, Physica
B-Condensed Matter, 404, 1040-1044.
Glownym celem pracy byto okre$lenie struktury magnetycznej grupy translacji oraz
zbadanie na ile zalezy ona od przyjetego cechowania pola magnetycznego. Wplyw
potencjalu pola na witasnos$ci rozwazanego modelu byt juz obserwowany we
wcze$niejszych pracach cyklu, gdzie stwierdzono wzajemng zalezno$¢ pomigdzy
rozmiarami ptaskiej sieci, kwantowaniem pola i przyjetym cechowaniem. Tym razem
nacisk potozono na zbadanie zaleznoéci struktury grupy od wybranego potencjatu pola
magnetycznego. Do badan wybrano model sieci prostokatnej o skonczonym rozmiarze,
a pole magnetycznym zadane zostato przez parametrn =p/q, gdziepiqto liczby
catkowite niemajgce wspdlnych dzielnikéw.

Elementy magnetycznej grupy translacji sktadaja sie z translacji &
i stowarzyszonej z nimi fazy, oznaczonej w pracy przez y. Faza okre$lona jest przez
wybrane cechowanie i kwantowanie pola magnetycznego. Wtasnosci tak okres$lonych
elementow zbadane zostaty dla cechowania symetrycznego i Landaua.

Dla cechowania symetrycznego czynnik fazowy zalezy od pola magnetycznego

zgodnie ze wzoremy = exp(2ni§§-6), gdzie 8 € {0, 1, ...q} dla parzystych wartoscip

oraz 8 € {0,1, ...2q} dla nieparzystych wartosci p15>. Wydaje sie wiec, ze rzad MTG,
bedacy iloczynem rzedu grupy translacji T i grupy zwigzanej z czynnikiem fazowym
(grupy cechowania), okreslony bedzie przez parzysto$¢ liczby p. Dokladna analiza
pokazuje jednak, ze takie zatozenie nie jest prawdziwe. Przy wyprowadzeniu zaleznoS$ci
pomiedzy translacja t, a odpowiadajacg jej faza y, z ktéra wspolnie tworzg element MTG,
postuzono sie prawem mnozenia grupowego. Gromadzeniu fazy podczas ruchu

elektronu odpowiada w tym podej$ciu mnozenie elementéw grupy wyrazonych poprzez

15 W. Opechowski, W. Tam, Physica 42, 529-556 (1969).
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generatory. Rozwazania pozwolity okresli¢, Ze rzad grupy nie zalezy od parzystoscip
i wynosi |T|q, gdzie |T| oznacza rzad grupy translacji. Nalezy jednak podkresli¢, iz
szczegobty struktury MTG wykazujg zaleznoS¢ od parzystosci tej liczby. Dla parzystej jej
wartoéci z kazda translacjg stowarzyszony jest taki sam zbiér faz, podczas gdy dla
nieparzystego p liczebno$é¢ zbioru dla kazdej translacji jest co prawda taka sama, ale
zbidér warto$ci przypisany réznym translacjom moze by¢ rozny i wykazuje zalezno$¢ od
sktadowych (t,,t,) wektora t.

Podobne obliczenia wykonano dla cechowania Landaua. Okazato sie, ze rzad
grupy jest taki sam, co oczywiscie stanowi oczekiwany wynik dla grup izomorficznych
reprezentujgcych te samg abstrakcyjng grupe. Tym razem jednak zbiér faz przypisanych
do kazdej translacji pozostaje taki sam, niezaleznie od parzystosci p.

Dla obu rozwazanych cechowan dowolny element grupy zostal wyrazony
poprzez dwa wprowadzone w pracy generatory. Podano réwniez wiasnosci klas
elementéw sprzezonych oraz maksymalnej podgrupy abelowej. Obie te struktury maja
podstawowe znaczenie dla wyznaczania reprezentacji nieprzywiedlnych MTG. Wyniki
uzyskane w pracy beda wiec stanowity podstawe dalszych badan pos$wieconych

pasmom energetycznym w polu magnetycznym.

H5. A. Wal, Multielectron irreducible representations of the magnetic translation group,
2009, Physica Status Solidi (B), 246, 1024-1028.

W pracy przedstawiono procedure wyznaczania reprezentacji nieprzywiedlnych [y
magnetycznej grupy translacji zarowno dla parametru s = 1 jak i dla przypadkus > 1.
Procedura oparta jest na metodzie indukcji z maksymalnej podgrupy abelowej. Zwykle
w literaturze dyskutuje si¢ przypadki tzw. reprezentacji ,fizycznych” z wartoscig s = 1,
ktorych uzywa si¢ do charakteryzowania stanéw jednoelektronowych. Reprezentacje
nieprzywiedlne dla pozostatych wartosci tego parametru okre$lane bywajg jako
yniefizyczne”. W swoich pracach Florek uzasadnia, wykorzystujgc iloczyn reprezentacji
nieprzywiedlnych I', ze reprezentacje z parametrem s = 2 znajdujg zastosowanie do
opisu stanéw dwuelektronowych ¢, W niniejszej pracy pokazano, ze reprezentacje
przywiedlne, ktére mozna otrzyma¢ poprzez odpowiedni iloczyn tensorowy
reprezentacji jednoelektronowych, rozktadaja sie na reprezentacje nieprzywiedlne MTG
z parametrem s = 2. Oznacza to, ze parametr ten zwigzany jest z liczbg elektronéw w

uktadzie. W tym sensie, reprezentacje te majg odniesienie do ukladéw

16 W. Florek, Phys. Rev. B 55, 1449-1453 (1997), W. Florek, J. Phys. Condens. Matter 11, 2523-2529
(1999).




wieloelektronowych. W rozktadzie wydzielono cz¢$¢ symetryczng i antysymetryczna,
poniewaz zgodnie z zakazem Pauliego stan wiasny powinien by¢ antysymetryczny.
Pozwolilo to na uwzglednienie w modelu spinu elektronu.

Procedura indukcji reprezentacji nieprzywiedlnych jest szczeg6lnie prosta dla
przypadku s = 1, ale mozna ja efektywnie rozszerzy¢ dla wigkszych wartosci tego
parametru. W pracy pokazano, iz schemat indukcji pozostaje taki sam dla tych wartosci
s, ktéore nie maja wspdlnych dzielnikow z g, wielko$cia charakteryzujaca pole
magnetyczne poprzez parametrn = p/q. Metoda zostata zilustrowana na skonczonym

uktadzie z polem skwantowanym zgodnie z parametremn = 1/3.

H6. A. Wal, The symmetry of three-electron states in a quantized magnetic field, 2011,
Physica B: Condensed Matter, 406, 2734-2739.

Gtéwnym celem pracy byto przedstawienie kinematyki stanow wieloelektronowych dla
modelu ptaskiej sieci kwadratowej umieszczonej w skwantowanym polu
magnetycznym. Stany wieloelektronowe przedstawiono z wykorzystaniem iloczynu
tensorowego stanéw jednoelektronowych, a podstawowym narzedziem je
klasyfikujgcym byta symetria. Dla uzyskania peinego opisu wprowadzono spin
elektronu, co spowodowato, ze w modelu wykorzystano obok symetrii translacyjnej
takze symetrie permutacyjng i unitarng. Symetrie te zadano poprzez odpowiednie
grupy: magnetyczng grupe translacji, grupe symetryczng (permutujacg elektrony)
i grupe unitarng (permutujgcg stany elektronowe). Wiaczenie tych symetrii do opisu
uktadu pozwala na wydzielenie czeSci ,orbitalnej” (przestrzennej) i spinowej
w odpowiednich iloczynach tensorowych reprezentujacych stany wieloelektronowe.
Taki spos6b umozliwia ograniczenie dyskusji tylko do czeéci ,orbitalnej”, poniewaz jej
symetria okre$la podprzestrzen spinowg, z Kktérg sie ona tgczy, by zapewnic
antysymetryczno$¢ petnej funkcji falowej elektronéw.

Reprezentacje nieprzywiedlne wprowadzonych grup wykorzystano do
zdefiniowania baz dopasowanych do symetrii rozpatrywanego uktfadu, zgodnie z
ogbélnym schematem dwoistosci Weyla. Reprezentacje grupy permutacyjnej A%
i unitarnej D* charakteryzowane sa przez partycje A liczby elektronéw n (tj. poprzez
mozliwe rozktady liczby n na sume liczb catkowitych). Reprezentacje magnetycznej
grupy translacji "***sg z kolei zadane przez kwazipedy k,, k, (takie oznaczenie
wprowadzono dla odréznienia tych wielko$ci od kwazipedow (ky, k) = (2mk,, 2mk,))
oraz parametr s. Ta ostatnia liczba zwigzany jest z jednej strony z reprezentacjami
podgrupy fazowej, a z drugiej za§ odpowiada liczbie elektronéwnw rozwazanym

uktadzie. Oznacza to, ze reprezentacja opisujagca symetrie translacyjng w polu
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magnetycznym uktadu n elektronéw to reprezentacja I'**»™. Na takie wtasnie
reprezentacje rozkiada sie iloczyn tensorowy reprezentacji M®™  dziatajgcej
w przestrzeni polozeniowej n elektronow, gdzie M oznacza reprezentacj¢ magnetycznej
grupy translacji okre$long w przestrzeni stanéw jednoelektronowych.

Reprezentacje nieprzywiedlne omawianych grup symetrii pozwalajg wyznaczy¢
bazy dopasowane do symetrii translacyjnej (w polu magnetycznym) oraz permutacyjnej.
Pierwsza zadana jest przez parametry (k,,k,,s) odpowiedniej reprezentacji
nieprzywiedlnej oraz dodatkowy parametr § zwiazany z krotnoScig reprezentacji
[*xkyS w rozktadzie reprezentacji M®™. Pozwala to oznaczy¢ te baze, wyznaczona
z uzyciem operatora rzutowania, jako b ¢ = {|ky, Ky, S, B)}.

Baza b;), = {|A,t, y)} dopasowana do symetrii permutacyjnej, zadana jest z kolei
poprzez partycje A liczby n oraz bazy reprezentacji nieprzywiedlnych t € D* grupy
unitarnej i y € A* grupy symetrycznej. Baza ta musi by¢ stowarzyszona, dla uzyskania
petnego opisu stanéw, z odpowiednia baza b;.. = {|4,¥)} dla podprzestrzeni spinowej,
gdzie A oznacza partycje transponowana, a y jest semistandardowa tablica Younga. Baza
czeSci ,przestrzennej” zostata wyznaczona z wykorzystaniem operatora rzutowania,
ktéry wybiera z iloczynu stanéw jednoelektronowych tylko takie, ktére wykazujg
zgdang symetrie ze wzgledu na permutacje czgstek.

Majac zdefiniowane bazy nieprzywiedlne (dopasowane do symetrii uktadu)
mozna skonstruowa¢ macierze pozwalajagce przechodzi¢ do tych baz z bazy
potozeniowej b = {|i,j)} , gdzie i,j okre$lajg wspbirzedne elektronu w sieci
kwadratowe;.

Energie uktadu elektronéw okre$lono z wykorzystaniem hamiltonianu
w przyblizeniu ciasnego wigzania, uzupelnionego o wyraz typu Hubbarda,
odpowiedzialny za oddziatywanie odpychajace elektronéw znajdujgcych sie na tym
samym wezle i réznigcych sie rzutem spinu. Hamiltonian ten mozna zdiagonalizowac,
a doktadniej mowigc doprowadzi¢ do postaci kwazidiagonalnej, dzieki przej$ciu z bazy
potozeniowej do baz dopasowanych do symetrii translacyjnej (liczbami kwantowymi sg
woweczas kwazipedy) i permutacyjnej (liczba kwantowg jest spin S). Dzieki macierzom
opisujgcym przejScie pomiedzy bazami, mozliwe jest podanie dla kazdego stanu
zaréwno warto$ci kwaziped6w, a co za tym idzie wykreslenie pasma energii E (k), jak
i wyznaczenie catkowitego spinu §. W pracy nie uwzgledniono efektu Zeemana
zwigzanego z polem magnetycznym, ale wprowadzenie takiego oddzialywania
w ramach stosowanego modelu jest mozliwe.

Obliczenia w pracy przeprowadzone zostaty dla przypadku trzech elektronéw.

Taki wybor podyktowany byt przede wszystkim koniecznoscig zachowania
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przejrzysto$ci  wywodu, ktéry mogtby zosta¢ przestoniety przez eksplozje
kombinatoryczng” pojawiajgca sie dla wyzszych warto$ci n. Metoda zobrazowana
zostala na przykiadzie skonczonej sieci o rozmiarze 3 X 3 poddanej dziataniu pola
magnetycznego zadanego przez parametrn = 1/3. Rozwazana sie¢ jest niewielka,
natomiast moze byé efektywnie opisana i rozwigzana, a jest wystarczajgca do

prezentacji gtéwnych cech fizycznych uktadu.

H7. A. Wal, Band structure, Brillouin zone, and condensation of states for an itinerant
electron in a magnetic quantum dot, 2013, Physica B: Condensed Matter, 410, 222-226.

Gtéwnym celem pracy byto opisanie struktury pasmowej w przyblizeniu ciasnego
wigzania dla skonczonej, dwuwymiarowej sieci umieszczonej w skwantowanym polu
magnetycznym. Zastosowano warunki brzegowe Borna-Karmana, a wszystkie energie
wyrazono w jednostkach catki przeskoku t okre$lajacej oddziatywanie najblizszych
sgsiadow (oddziatywanie dalszych sgsiadéw zostato pominiete). Zwykle strukture taka
okresla sie nad strefg Brillouina (BZ) wyznaczong przez reprezentacje nieprzywiedlne
grupy translacji, bedgcej grupa symetrii dwuwymiarowego krysztatu. Obecnos$¢ pola
magnetycznego zmienia symetrie translacyjng wprowadzajgc w zamian nieabelowg
symetrie zadang przez magnetyczng grupe translacji. Posiada ona podgrupe abelowg H,
ktéra wyznacza nowg strukture w przestrzeni odwrotnej - tzw. magnetyczng strefe
Brillouina (MBZ). Jest ona podzbiorem strefy Brillouina, MBZ < BZ, tzn. jest
rozrzedzona w stosunku do zwyktej strefy. Maksymalna podgrupa abelowa definiujaca
MBZ moze by¢ wybrana na wiele sposobow, najczesciej jednak wybér prowadzi do
rozrzedzenia BZ wzdtuz wybranego kierunku, np.y. Liczba dostepnych kwazipedow
ktore tworza MBZ jest g-razy mniejsza niz w przypadku BZ.

Nieabelowe wtasnosci MTG prowadza do dodatkowego rozrzedzenia strefy
Brillouina, tym razem w kierunku prostopadtym do poprzedniego. Jest to zwigzane z
relacja réwnowaznos$ci pomiedzy reprezentacjami nieprzywiedlnymi I'**»S MTG.
Relacja ta pojawia si¢ jako naturalna konsekwencja procedury indukcji takich
reprezentacji. Wedtug tej procedury indukcje nalezy prowadzi¢ dla reprezentantéw
orbit dziatania MTG na nieprzywiedinych reprezentacjach podgrupy H. Okresla to
relacje pomiedzy parametrami k, i k,’ oznaczajagcymi rdéine reprezentacje. Jesli
spetniajg one warunek k, =k, +njmod1, gdzie j€EZ, to odpowiadajagce im
reprezentacje nieprzywiedlne ['x*yS j [¥xXyS 53 réwnowazne, co prowadzi takze do
rownowaznos$ci kwazipedéw k, i k;. W konsekwencji zbiér nier6wnowaznych
kwazipedéw jest rozrzedzony g-krotnie wzdtuz kierunku x.

Strefa  Brillouina powinna by¢ zdefiniowania nad nieréwnowaznymi

kwazipedami. Rozwazania powyzsze pokazuje, iz w efekcie strefa Brillouina w polu

16




magnetycznym jest g*-krotnie rozrzedzona, dajac w efekcie magnetyczng pasmowa
strefe Brillouina (MBBZ). Zbior kwazipedéw nalezacych do MBBZ tworzy baze dla
zdefiniowania struktury pasmowej w polu magnetycznym.

Proces rozrzedzenia jest zwigzany z kondesacja stanow, poniewaz catkowita ich
liczba musi pozosta¢ niezmieniona. Powoduje to wzrost degeneracji pasm
energetycznych przy przechodzeniu od BZ do MBZ, a w dalszej kolejnosci do MBBZ.
W efekcie struktura pasm energii w skwantowanym polu magnetycznym sktada sie z g
pasm, z ktorych kazde jest g-krotnie rozrzedzone. Stany charakteryzowane sg przez
liczby kwantowe k,, K, oraz y i y'. Parametry reprezentacji k,,k, tworzg MBBZ,
a wskaznik y' numeruje magnetyczne podpasma, podczas gdy y okresla degeneracje
poziomu energii. Wprowadzajac opis stanu poprzez macierz gesto$ci mozna okresli¢
miare ,zgodno$ci” (ang. concurrence) pomiedzy dwoma stanami: pierwszym zadanym
przez iy, k, € MBBZ i przez wskaznik y’ oraz drugim odpowiadajagcym kwazipedowi
k €BZ. Dzieki tej mierze mozna okresli¢, ktére stany ze strefy Brillouina sg zwigzane ze

stanami k EMBBZ, a tym samym opisac liczbowo zjawisko kondensaciji.

H8. A. Wal, Energy bands for finite two-dimensional systems in a quantised magnetic field:
the symmetry of the model, 2013, Journal of Mathematical Chemistry, 51, 2285-2316.
Praca dotyczaca pasm energetycznych dwuwymiarowych uktadéw w skwantowanym
polu magnetycznym. Kluczowa role w opisie takich uktadéw odgrywa symetria modelu
opisana przez magnetyczng grupe translacji oraz grupe symetryczng i unitarng. Dwie
ostatnie grupy wykorzystane sg do analizy uktadéw wieloelektronowych w schemacie
dwoistosci Weyla.

Praca przedstawia w zwartej formie metody stosowane do opisu elektronu
w polu magnetycznym zawarte w innych pracach autora. Jej zasadniczg nowoscia jest
usytuowanie uzyskanych wynikéw oraz odniesienie uzytych metod do rezultatéw
otrzymanych przez innych badaczy. Umozliwia to przedstawienie prowadzonych badan
na szerszym tle wraz ze wskazaniem ewentualnych zastosowan, takie w innych
obszarach nauk S$cistych, np. chemii kwantowej. Te zagadnienia poruszane s3
w szczegbOlnosci we wstepie oraz podczas dyskusji wlasno$ci magnetycznej grupy
translacji i jej reprezentacji. W rozdziale po$wigeconym stanom wieloelektronowym
zebrano dostepne odniesienia do literatury omawiajgcej tzw. ,niefizyczne”
reprezentacje, ktore przypisano wtasnie tym stanom. Takie wzbogacenie pracy o szeroki
przeglad literatury pozwala na okre$lenie wzajemnych relacji pomiedzy réznymi

metodami stosowanymi w analizie zagadnienia elektronu Blocha w polu magnetycznym.
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Prace rozpoczyna obszerny wstep poSwigecony zagadnieniu wtasnemu elektronu
w polu magnetycznym. Zawarto w nim przeglad metod uzywanych do rozwigzania tego
problemu, poczynajac od elektronu swobodnego, a koniczac na analizie struktury pasm
zdefiniowanych nad magnetyczng strefg Brillouina dla elektronu Blocha w polu
magnetycznym. W kolejnych rozdziatach przedstawiono strukture magnetycznej grupy
translacji, wzajemne relacje pomiedzy cechowaniem a przyjetymi warunkami
brzegowymi w przypadku skonczonych modeli oraz reprezentacje nieprzywiedlne MTG.
Przedstawiono doktadnie procedure indukcji, ktéra pozwala na wyznaczenie w tatwy
sposob, takze dla uktadéw wieloelektronowych, reprezentacji nieprzywiedlnych.
Przedstawione badania w wigkszosci opieraty sie na narzedziach dostarczanych przez
teorie grup. Dzieki uzyciu wspéiczesnych programow komputerowych zmudne
i sprawiajgce wrazenie skomplikowanych metody teorii grup, staja sie efektywne

i utatwiajg rozwigzywanie probleméw fizycznych posiadajgcych symetrie.

Publikacje naukowe ujete w bazie Web of Science

(stan na dzien 14 sierpnia 2014)

Catkowita liczba publikacji: 31

Sumaryczny impact factor wedtug listy Journal Citation Reports (JCR), zgodnie z rokiem
opublikowania: 26,71

Liczba cytowan (wedtug Web of Science): 74

Liczba cytowan bez autocytowan: 43

Srednia liczba cytowar przypadajgca na jedng publikacje: 2.39

Indeks Hirscha (wedtug Web of Science): 4

Petna lista publikacji i doniesien konferencyjnych zawarta jest w zatgczniku nr 4
(zuwzglednieniem wymagan okreslonych w Rozporzadzeniu Ministra Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego z dnia 1 wrze$nia 2011 r.,, Dz. U. nr 196. poz. 1165).

5. Omowienie pozostatych osiagnie¢ naukowo - badawczych

a) Problematyka badawcza przed uzyskaniem stopnia doktora

Po zatrudnieniu mnie na stanowisku asystenta w Instytucie Fizyki Wyzszej Szkoty
Pedagogicznej w Rzeszowie moje zainteresowania naukowe koncentrowaty sie wokat
zastosowania teorii grup do opisu wiasnosci niskowymiarowych skonczonych
krysztatéw. Skupitem si¢ w tym czasie na wyznaczaniu doktadnych rozwigzan modelu
Heisenberga dla takich uktadéw z wykorzystaniem podstawienia Bethego. Wynikiem
tych badan byt cykl publikacji zmoim wspétautorstwem, w ktérych analizowano
strukture rozwigzan magnetyka Heisenberga z wykorzystaniem grup symetrii, w tym
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tzw. symetrii ukrytych opisanych poprzez grupy automorfizméw. Wspétpraca w tym
zakresie z dr Marianem KuZzmg z Rzeszowa oraz prof. Tadeuszem Lulkiem z Poznania
zaowocowata wielokrotnym udziatem w miedzynarodowych konferencjach
organizowanych przez Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu, a poSwigconych
symetriom i wlasno$ciom strukturalnym materii - ,Symmetry and Structural Properties
of Condensed Matter”.

Wyniki uzyskane na tym etapie znalazly swo6j wyraz w pracy doktorskiej
obronionej na Wydziale Fizyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.
W pracy analizowatem symetrie uktadéw skonczonych wykorzystujgc recepte Weyla,
zalecajacg zbadanie symetrii ukrytych zwigzanych z grupa automorfizméw grupy
symetrii jawnych. W analogii do grup przestrzennych peing symetrie uktadu opisuje w
tym przypadku rozszerzenie grupy automorfizméw przez grupe symetrii modelu
jednowymiarowego, tj. grupe translacji. Takie rozszerzenia dla liniowych skonczonych
uktadéw zostaty sklasyfikowane w oparciu o metode Mac Lane’a. Druga cze$¢ pracy
poswiecona byta wtasno$ciom pasm energii jednowymiarowych uktadéw skonczonych,
tj. magnetykowi Heisenberga ze spinem s=1/2 na kazdym wezle. Do opisu zagadnienia
wiasnego takiego uktadu wykorzystano symetrie zadang przez grupe translacji i grupe
symetryczng (permutacja czastek). Pozwolilo to na wyznaczenie skonczonych
odpowiednikéw pasm energetycznych. Wykazano istnienie pasm rozrzedzonych, tj.
pasm okres$lonych tylko dla wybranych kwazipedoéw k ze strefy Brillouina BZ. Takie
podejscie przy analizie widma pozwala na okreslenie wptywu liczby weztéw na ksztatt
pasm energetycznych.

Bratem réwniez udziat w badaniach oddzialywania promieniowania laserowego
na rozktad rteci miedzyweztowej w pétprzewodniku CdxHgi«Te. Dla potrzeb tych badan
przygotowatem algorytm, a pozniej program komputerowy symulujacy rozktad

przestrzenno-czasowy temperatury oraz koncentracji rteci w tym poétprzewodniku.

b) Problematyka badawcza po uzyskaniu stopnia doktora

Po obronie doktoratu moje badania toczyly sie w gléwnej mierze dwutorowo.
Kontynuowatem tematyke skoncentrowang na jednowymiarowych magnetykach
Heisenberga. Wspdlnie ze wspoétpracownikami z Rzeszowa, Poznania oraz z prof.
Caspersem z University of Twente (Holandia) zastosowali$my, zaproponowana przez
niego metode, do wyznaczania rozwigzan dla uktadéw skonczonych. Opiera si¢ ona na
wykorzystaniu rozwigzan asymptotycznych, fatwych do otrzymania dla duzej wartosci
liczby weztow jednowymiarowego tancucha Heisenberga. Procedura zaleca przyjecie
wynikéw asymptotycznych jako punktu startowego do znajdowania kolejnych
rozwigzan dla malejgcych warto$ci N. Zaktada sie przy tym, Ze zmiana otrzymywanych
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wartoéci rozwigzan przy zmianie dtugosci tancucha jest quasi ciagta przy zachowaniu
stalej wartoéci parametréw réwnan Bethego, tzw. liczb zwojow 4;. Dla specjalnych
warto$ci N, ciagto$¢ ta zostaje zaklécona i obserwujemy wtedy zmiang charakteru
rozwigzan, np. z rzeczywistych na zespolone. W zaleznosci od istniejgcych po obu
stronach punktu N rozwigzan, wyréznili§my trzy rodzaje punktow specjalnych: punkty
krytyczne, punkty przejscia oraz punkty graniczne.

W omawianym okresie zajmowatem sie takze analizg struktury pasm energii dla
skonczonych liniowych magnetykow Heisenberga. Dzigki wykorzystaniu podstawienia
Bethego oraz wspomnianej metodzie opartej na rozwigzaniach asymptotycznych,
analizowatem strukture pasmowg dla skoriczonych i niewielkich wartos$ci N, zaréwno w
funkcji kwazipedow jak i catkowitego spinu uktadu. W widmie energii wyrézniono stany
zwigzane i rozproszeniowe. Najnizsze energetycznie stany ferromagnetyczne zostaty
opisane z wykorzystaniem modelu pasm rotacyjnych!’. Dla matych uktadéw, N < 10,
obserwowano niewielkie rozbieznosci wynikéw otrzymanych w modelu pasm
rotacyjnych i za pomoca rownan Bethego.

Procedura wyznaczenia rozwigzan zagadnienia witasnego dla magnetyka
Heisenberga XXX ze spinem %2 moze by¢ usprawniona dzieki wprowadzeniu bazy profili
falowych (ang. basis of wavelets). Pozwala ona na redukcje¢ N razy wymiaru zagadnien
sekularnych dzieki wykorzystaniu symetrii translacyjnej uktadu opisanej przez grupe
cykliczng Cy. Klasyczna przestrzeri konfiguracyjna uktadu Q) redukuje sie wtedy do
podprzestrzeni rozpietej na orbitach grupy symetrii translacyjnej Cy, gdzie r oznacza
liczbe dewiacji spinowych w stosunku do stanu prézni (stan prozni - rzuty spinéw sg
réwnolegte). W ten sposéb macierz hamiltonianu okreslonego w przestrzeni Q"
redukuje sie dla kazdego kwazipedu k ze strefy Brillouina do podmacierzy okreslonej
w zredukowanej podprzestrzeni konfiguracyjnej T = Q) /Cy.

Gtéwnym wynikiem badan dotyczacych tej tematyki byta petna charakterystyka
rozwigzan skonczonych jednowymiarowych magnetykow Heisenberga, w tym takze w
jezyku kombinatorycznym z wykorzystaniem tzw. konfiguracji ozaglowanych”, tj.
kombinatorycznych obiektow stuzgcych do klasyfikacji $cistych rozwigzan podstawienia
Bethego (Bethe Ansatz). Dzieki nim mozliwe jest znajdowanie i klasyfikowanie wartosci
wiasnych na drodze rozwazan kombinatorycznych, bez koniecznoéci rozwiazywania
zagadnien sekularnych.

Po napisaniu pracy doktorskiej swoje zainteresowania poszerzytem o wtasnosci

dwuwymiarowych dyskretnych uktadéw poddanych dziataniu skwantowanego pola

17]. Schnack, M. Luban, Phys. Rev., B 63, 014418 (2000).
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magnetycznego. Tematyka ta stata sie dominujaca w ostatnich szeSciu latach
i zaowocowata cyklem samodzielnych artykutéw poswigconych zastosowaniom
magnetycznych grup translacji do opisu wtasnosci elektronu w periodycznym potencjale
i w skwantowanym polu magnetycznym. Ta problematyka badawcza zostata doktadnie

omoéwiona w czesci opisujacej osiggniecie naukowe.

c) Plany badawcze na najblizsze lata

W najblizszym czasie planuje potgczenie, dotychczas oddzielnie prowadzonych, badan
uktadéw jedno- i dwuwymiarowych w ramach metody algebraicznego podstawienia
Bethego!8. Dla wybranych warto$ci kwazipedéw ze strefy Brillouina elektronu
w dwuwymiarowym potencjale periodycznym i skwantowanym polu magnetycznym
zagadnienie wtasne moze by¢ rozwigzane z wykorzystaniem wymienionej metody,
uzywanej przeze mnie juz wczesniej w przypadku jednowymiarowego magnetyka
Heisenberga. Szczegélnie obiecujgce wydaje sie, w tym kontekscie, zastosowanie
dodatkowo hipotezy strun, pozwalajgcej znajdowac rozwigzania asymptotyczne dla
bardzo duzych warto$ci parametru g opisujgcego pole.

W Swietle dotychczas uzyskanych wynikéw trudng, lecz obiecujgca problematyka
jest znalezienie trafnych fizycznie i rozwigzywalnych matematycznie warunkow
brzegowych dla uktadéw nanoskopowych w polu magnetycznym. Nowoczesne centrum
naukowe powstate na Wydziale Matematyczno-Przyrodniczym Uniwersytetu
Rzeszowskiego daje okazje do potfaczenia intuicji matematycznych z realiami
nanotechnologii. Bedzie to mozliwe dzieki zgromadzonej w centrum aparaturze
pozwalajgcej w szczegdlnosSci wytwarza¢ niskowymiarowe struktury, zaréwno
w technice MBE, jak i z wykorzystaniem nanolitografii. Dostepne s3 takze przyrzady do
badania transportu elektronowego w strukturach niskowymiarowych w silnych polach

magnetycznych i w bardzo niskich temperaturach.

d) Wyroéznienia wynikajace z prowadzonych badan naukowych

1997 Nagroda II stopnia Rektora Wyzszej Szkoty Pedagogicznej w Rzeszowie
za wazne osiggniecia naukowe.

2008, 2010, Nagroda Dziekana Wydziatu Matematyczno-Przyrodniczego

2012 Uniwersytetu Rzeszowskiego; trzykrotnie nagroda za osiggniecia

w pracy naukowej.

18 P. Wiegmann and A. Zabrodin, Phys. Rev. Lett 72, 1890-1893 (1994); K. Hoshi, and Y. Hatsugai, Phys.
Rev. B 61, 4409-4412 (2000).
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e) Uczestnictwo w organizacjach/Pelnione funkcje

0d 2003 Cztonek Rady Wydziatu Matematyczno-Przyrodniczego Uniwersytetu
Rzeszowskiego

0d 2004 Cztonek Polskiego Towarzystwa Fizycznego

0d 2010 Cztonek Podkarpackiego Klastra Energii Odnawialnej, Stowarzyszenie

Podkarpacka Ekoenergetyka

f) Pobyty naukowe krajowe i miedzynarodowe

1995 Uniwersytet w Bayreuth (Niemcy), stypendium DAAD, 5 miesiecy

2003,2005  Uniwersytet Twente (Enschede, Holandia), krétki pobyt (tydzien)

2009 Uniwersytet Slaski w Katowicach, staz podoktorski, 4 miesiace

2012 Uniwersytet Potudniowej Australii (Adelaide, Australia), krotki pobyt
(10 dni)

Rzeszow, 14 sierpnia 2014
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