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Pracownia Optoelektroniki Wyznaczanie macierzy ABCD, Badanie wiazki

WYZNACZANIE MACIERZY [ABCD] UKLADU
OPTYCZNEGO

L. Cel zadania

Celem zadania jest praktyczne opanowanie metody macierzowej opisu uktadu optycznego.

I1. Optyka macierzowa

A. Podstawowe zaleznosci

Optyka macierzowa opisuje odwzorowania kolinearne (ptaszczyzny odwzorowuja si¢ w pla-
szczyzny) oraz centrowane ( punktom przedmiotowym lezacym na pewnej wybranej prostej
(osi optycznej) odpowiadaja punkty obrazowe lezace na tej samej prostej oraz istnieje symetria
obrotowa wokot tej osi).

Podstawowe zagadnienie optyki promieni polega na wyznaczeniu wlasnosci promienia wy-
chodzacego z ukladu (p, i @, na rys. 1) na podstawie znajomosci wiasnosci promienia wcho-
dzacego (p, 1 @,) oraz wlasnosci ukladu.

laszczyzna 17 | Plaszczyzna

]

wejsciowa wyjsciowa

Rys.1. Pomigdzy ptaszczyznami I1, i I, znajduje si¢ ukiad optyczny
przeksztalcajacy promien

Optyka promieni przyosiowych bada przeksztatcenia promieni tworzacych maty kat z osia
optyczna, wowczas

¢ = sin() = 18(¢) ey

Odwzorowania kolinearne, centrowane odpowiadaja przeksztatceniu liniowemu parametréw
promienia

Po=ap;+bo,; (2a)
P2=cp1+do; (2b)

Wspdiczynnik zalamania osrodka przed plaszczyzna wejsciowq oraz za plaszczyzng wyjscio-
wa uwzglednia si¢ zastepujac kat ¢ przez kat uog6lniony v

v=n@ 3)
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Wéwcezas odwzorowanie promienia (2) zapisuje si¢ w postaci

P2 =Ap1+BV1 (4a)
v, =C P1 +Dv,; (4b)

M

Dla dowolnego ukladu optycznego wyznacznik macierzy [ABCD] jest réwny 1

albo w postaci macierzowej

AD-BC=1 (6)

B. Postaé macierzy [ABCD] dla prostych uktadow optycznych

Wartos$¢ wspolczynnikdw macierzy ABCD zalezy od wiasnosci ukladu optycznego i poto-
zenia plaszczyzn I1, 1 I1,.
Dla standartowych elementéw uktadéw optycznych macierz ta ma postac:

plaszczyzna S stanowi granicg osrodkéw o réznych wspoétczynnikach zatamania, przy czym

S=TI, =TI,
10
7
o] o

dielektryk o wspéiczynniku zatamania n 1 grubosci d pomigdzy ptaszczyznami IT, 111,

14
" 8
{01} ®

pojedyncza sferyczna powierzchnia famiaca o promieniu r (r > 0 jezeli srodek krzywizny
lezy po stronie osrodka 2). Plaszczyzny I1, = I1, przecinaja o$ optyczna razem z powie-

rzchnia tamiaca
I O
{ _mm } )

soczewka cienka o ogniskowe;j f (f > 0 dla soczewki skupiajacej). Plaszczyzny IT, =11,
przecinaja o$ optyczna razem z soczewka cienka

{ 1 0} )
1
_?1
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Z}ozony uklad optyczny mozna skonstruowac z elementow opisanych powyzej. Jezeli promien
swiatla kolejno przechodzi przez elementy 1,2..k to wlasnosci promienia wyjsciowego mozna
obliczy¢ ze wzoru

Px | _| Ax Bk Ay B A; By Pr |_| A B P1 (1
Vi Ck Dk ..... Cz Dz ) C1 D1 Vi CD Vi

gdzie macierz [ABCD] opisuje caly uktad optyczny zawarty pomigdzy plaszczyznami IT, i IT,.

C. Punkty kardynalne uktadu optycznego

Uklad optyczny mozna réwniez opisa¢ za pomoca 4 ptaszczyzn: 2 plaszczyzn ogniskowych i 2

plaszczyzn gléwnych (czasami definiuje si¢ tez plaszczyzny wezlowe - tutaj pomijane).

+  Plaszczyzne ogniskowg tworzy odwzorowanie wigzki rownoleglych promieni. Punkt
ogniskowy (F) jest obrazem réwnoleglej do osi optycznej wiazki réwnolegtych promieni i
lezy na przecigciu plaszczyzny ogniskowej (prostopadlej do osi optycznej) i osi opty- cznej.
Plaszczyzny gléwne sa prostopadte do osi optycznej i odwzorowuja si¢ na siebie w sto-
sunku 1:1. Punkty gléwne (H) leza na przecigciu ptaszczyzn gléwnych z osig optyczna.
Punkty F i H naleza do punktéw kardynalnych odwzorowania.

Ogniskowymi ukladu optycznego sa odleglosci ognisk do ptaszczyzn gldwnych.
Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia i umowg co do znakow odleglosci w ukladzie opty-
cznym:

— —
ogniskowe: f1 = F1H, f, =H)F>
— —>
polozenie plaszczyzn gléwnych: s, =111 H, s, = H,I1,
— —

polozenie ognisk: Ty = F111; T, =11,F,

ptaszczyzna
 gtéwna gtéwna,

Rys.2. Przyktadowe rozmieszczenie podstawowych punktéw odwzorowania. Dla takiego
uktadu ptaszczyzn wszystkie odleglosci sa dodatnie

Korzystajac z rys. 2 fatwo mozna wyznaczy¢ zwiazki pomig¢dzy potozeniem punktéw kardy-
nalnych a wspétczynnikami [ABCD]
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D-1 D 1
S1=an ’El=—n15 f1=171+s1=—n15

oraz (12)
A-1 A 1
S2=n2—c Tz=—n26 f2=Tz+S2=—n25

D. Przypadki szczegolne

Szczegblne znaczenie majq tak rozmieszczone plaszczyzny I1, 111, , Ze pewne elementy ma-
c1erzy [ABCD] sig¢ zeruja:
A = 0 oznacza, ze plaszczyzna I1, jest druga plaszczyzng ogniskowa
B = 0 oznacza, ze plaszczyzna I1,jest obrazem plaszczyzny 11, (przedmiotowej). Inacze;j
mowiac przedmiot umieszczony w plaszczyznie I, ma ostry obraz w plaszczyznie I1,.
A jest powigkszeniem liniowym uktadu.
C = 0 oznacza, ze uklad przeksztalca wigzke rownolegla na wiazke réwnolegla. Taki
uktad nazywamy afokalnym lub teleskopowym, D jest powigkszeniem katowym tego
uktadu.

D = 0 oznacza, ze plaszczyzna I1, jest pierwsza plaszczyzna ogniskowa.

111. Metoda wyznaczenia wspotczynnikéow [ABCD] uktadu optycznego

Uktad pomiarowy przedstawia rys. 3. Pomigdzy punktami P, i P, znajduje si¢ uklad optyczny,
ktérego macierz wyznaczamy. Przedmiot o znanych rozmiarach umieszczony jest w punkcie
O,. Ekran z ostrym obrazem przedmiotu znajduje si¢ w punkcie O,.

przedmiot | |
! ! ostry obraz
® } [A B} } przedmiotu
O, | CD | T P,
77777 o B P o
 —— |
X Y

Rys.3. Zasada pomiaru wspétczynnikéw [ABCD] nieznanego ukfadu optycznego

Poniewaz uktad pomiarowy znajduje si¢ w powietrzu, wspétczynniki zatamania w obszarach
X 1Y mozemy przyja¢ jako réwne 1. W takim przypadku macierz [ABCD] calego uktadu (od
przedmiotu do obrazu) mozna wyrazi¢ wzorem

M= 1Y || AB 1X | |A+YC AX+B+Y(D+XC)
o1 ||cD|l01 | C D+XC

(13)
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Jezeli obraz jest ostry, to M ,= 0, czyli
AX+B+Y(D+XC)=0 oz p=g=A+YC (14)

gdzie 1/a jest powigkszeniem katowym. Obliczajac w tym przypadku wyznacznik macierzy z
prawej strony wzoru (13), uwzgledniajac (13) i wzdr (6) otrzymujemy

A+YO)(D+XC)-0C=1 (15)

i dalej

D+XC=-—z=0 oa AX+B=-Y(D+XC)=-Yo (6

Pomiar polega na wyznaczeniu o(X) i Y(X) dla szeregu wartosci X.

1V. Literatura
1. B. Zigtek, Optoelektronika, Wyd. UMK, Torun, 2004.

V. Aparatura

Uklad pomiarowy zestawiony jest na fawie optycznej wyposazonej w podziatke i sktada si¢ z:

1. Zrédta $wiatha z zaréwka halogenowa i zasilaczem Z 3020 (napigcie pracy zaréwki =
=12V)

2. Matéwki z krzyzem - "przedmiotu" o wysokosci 10.6 mm

3. Nieznanego ukfadu optycznego - zestawu soczewek ustawionych przez opiekuna zadania

4. Ekranu z tlem z papieru milimetrowego

Obiekty 2 - 4 ustawione sa na koniach ze wskaznikami.
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VI. Wykonanie zadania

W celu wykonania zadania nalezy kolejno:

1.

2.

© NNk

Obra¢ potozenie ptaszczyzn wejSciowej i wyjsciowej tak, by badany uktad optyczny
znajdowat si¢ pomigdzy nimi.

Dla pewnego polozenia przedmiotu (odczytac i zapisa¢ warto$¢ X) znalez¢ 10-cio krotnie
polozenie ekranu dajace ostry obraz. Wyznaczy¢ srednie wartosci Y i o oraz ich
odchylenia standartowe.

Powtérzy¢ czynnosci z punktu 2 dla kolejnych potozen przedmiotu z mozliwie szerokiego
przedziatu. Potozenie zrédia swiatta zmienia¢ tak, by zawsze mie¢ maksymalnie jasny
obraz.

Sporzadzi¢ wykresy o X) i -Y(X)*ouX) - (patrz rys.4).

Metoda regresji liniowej wyznaczy¢ wspolczynniki [ABCD] oraz biedy ich wyznaczenia
Obliczy¢ warto$¢ wyznacznika macierzy [ABCD] i blad jego wyznaczenia.

Obliczy¢ potozenia ognisk i plaszczyzn gléwnych.

Na papierze milimetrowym wykresli¢ elementy uktadu zaznaczajac potozenia punktéw P, i
P, oraz punktow kardynalnych.

YO

\\\ arctg(A)

D 7}B 77777 S

N
7>

\ 4

X X

Rys.4. Metoda wyznaczenia wspéiczynnikéw [ABCD]
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BADANIE WIAZKI GAUSSOWSKIEJ

L. Cel zadania

Celem zadania jest poznanie podstawowych wlasnosci wigzki gaussowskie;.

I1. Podstawowe definicje i wzory

A. Definicja wiqzki gaussowskiej
Kazda fala elektromagnetyczna rozchodzaca si¢ w o$rodku (o wspélczynniku zatamania n)
musi spetnia¢ réwnanie falowe

n2 0*E(xy.z,
V2E(x,y, 2. 0) -5 =0 | (1)

Najprostszym rozwiazaniem tego rOwnania jest fala ptaska. Jezeli dodatkowo uktad wsp6t-
rzednych zostanie tak zorientowany, by kierunek propagaciji fali byt zgodny z kierunkiem osi z
to falg takqa mozna opisa¢ wzorem

E(z,t) = Ege k. /@1 . 2)

Nalezy zauwazy¢, ze pole w tym przypadku nie zalezy od x iy, a wigc jest nieograniczone

w przestrzeni. Jednakze, na przyktad energia wiazki lasera z pewnoscia jest skupiona w prze-
strzeni wokot kierunku propagacji. Dlatego wazna klasg rozwiazan réwnania (1) s fale
"nieco" odbiegajace od plaskiej i ograniczone w przestrzeni. Poszukuje si¢ wiec rozwiazan
w postaci

E(x, v, 2, t) = EOIP(x, v, Z) . e—ikz it ) 3)
gdzie niezalezna od czasu modyfikacje fali plaskiej opisuje funkcja ¥(x,y,z).

Podstawiajac funkcje (3) do (1) otrzymuje 2si@ $ciste r6wnanie na funkcj¢ zespolona ¥':
VIY -i2k5 + 25 =0, @)

gdzie: V; oznacza gradient w kierunku prostopadtym do z.

Poniewaz mozna zatozy¢, ze ¥ jest wolno zmienng funkcja z, trzeci czton w réwna-
niu (4) mozna pomina¢ wobec pierwszego.

W laserze, bedacym zrédlem §wiatta w zadaniu, rura wytadowcza oraz zwierciadta
maja symetri¢ cylindryczna. Powoduje to, ze rOwniez pole ma symetri¢ cylindryczna.
Wowcezas gradient V, przyjmuje postaé

Vi = %%(ra%); r=Jx?+y%. ®)

Woéwczas najprostszym rozwiazaniem réwnania (4) jest funkcja
wo . 2
W(r,z) = ;5 expl-ik (m —arctan 7)], (6)

gdzie: w, i z, sa statymi rzeczywistymi charakteryzujacymi wiazke, a funkcje rzeczywiste w(z),
R(z) i zespolona ¢(z) sa nastgpujace

w(z) =wo 1+ () (7)

RZ)=z[1+(?] (8)
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2

_ : . A 1 W
q(z)=z+izo albo: EIRERE 9)
Wstawiajac funkcje (6) do (3) kompletne rozwigzanie réwnania (1) mozna zapisa¢ w postaci:

#;2] -expl—i (kz — k#iz) +arctan(s) + w?)] (10)

<--- amplituda ---> <mmmmmmmmmmes faza ------------——--- >

E(r,z,1)= Eo% exp[—

Tak wigc:
w(z) oznacza odleglos¢ od osi optycznej, dla ktérej amplituda fali maleje e razy:

E(w(2),2,1) = E(0,2,7).

W obszarze o promieniu w(z) koncentruje si¢ 95.5% energii wiagzki

minimalna wartos¢ w(z) przypadajaca dla z=0 nazywa si¢ przewezeniem wiqzki w,,

R(z) jest promieniem krzywizny frontu falowego przecinajacego o$ optyczng w odlegtosci z
od przewezenia

z, jest odlegtoscia od przewezenia, dla ktérej w(z) rosnie ﬁ razy:

w(zo) =wpo - J2

+ dodatkowo definiuje si¢ parametr konfokalny b = 2 z
dtugosc wektora falowego k jest zwiazana z czestosciq kotowq drgan pola m jak dla fali
ptaskiej: k= w/c.

Zwiazki pomiedzy parametrami wigzki gaussowskiej

czg$¢ urojona parametru _Tnn_ 2 _ k2 _b
Kogelnika q(z) <0 o Wo o ZWO 2
przewezenie wiazki WO _ Ao 20 _ ﬁ _ [b
— AN mn - k Ak
parametr konfokalny b — 2 }z‘c nW(Z) —k W(2) ) 20
0

wektor falowy w k _2n — 2 20 _ b
osrodku o wa oWl
dhugos¢ fali w prozni A |=2E, wa w

o |7 & =Mn, |=27n -

B. Rozktad amplitudy we wiqzce gaussowskiej

Na Rys. 1a przedstawiono rozktad amplitudy pola elektrycznego we wiazce w plaszczyznie
prostopadtej do osi optycznej i dla z = 0, na rys. 1b wartosci funkcji w(z) albo inaczej odle-
glos¢ od osi optycznej dla ktérej amplituda pola maleje e razy.
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amplituda o) J— w(z)
—-— R(2)/10
v: kat rozbieznosci wiazki

Rys.1. Wiazka gaussowska, w, =0.5,z, =1, E, =1

Uwaga: dla przejrzystosci wykreslono wiqzke z A,=1.57 jednostki dtugosci i
w,=0.5 tej samej jednostki. Odpowiada to wartosci wektora falowego
k = 4. Fala elektromagnetyczna z zakresu rozwazanego w optyce ma k
rzedu 107 m™ i wiqzki sq bardziej "smukte".

Jak wynika z rysunku wiazka gaussowska charakteryzuje si¢ wigc pewng rozbieznoscia, ktora
mozna opisa¢ katem rozbieznosci y. Kat ten (wyrazany w mierze tukowej) zawarty jest
pomigdzy kierunkiem w ktérym w danej odleglosci amplituda maleje e razy i osig optyczna.
Innymi stowy: katowe rozmiary plamki swiatla za ekranie w odleglosci z mozna z dobrym
przyblizeniem okresli¢ na 2 -vy. Kat v jest rtéwny

Y(z) = arctan (@) = arctan (V;—(f,/ 1+ (2’ ) : (11)

C. Rozktad amplitudy we wiqzce gaussowskiej w strefie dalekiej

Dla odlegtosci z znacznie wigkszych od z, funkcje w(z) (7) mozna przedstawi¢ w postaci
przyblizonej: w(z) =woz . W takim przypadku kat rozbieznosciy (11) nie zalezy od z (od
odlegtosci od przewezenia) i wynosi

w(@) _ wo 2

tan(y)=7—5=k—w()= o (12)

al—

D. Mody wyzszych rzedow
Funkcja (10) jest najprostszym (ale nie jedynym) rozwiazaniem réwnania (1) dla fali typu (3) z
symetria cylindryczna. W ogdlnosci pole we wngce opisywane jest funkcja
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2 2
r- kr=

exp(—, ) eXpl-ilkz + 55— (Cnt+m+ D)arctan(%))]
(13)

E(r,0,2) = Eo(J2 55)" L' (275) exp(=imd) 55

w(
gdzie: L'(x) sa uogdélnionymi wielomianami Laguerre'a
Ly =1, Lix)=m+l-x, Lyx)=3m+)(m+2)—(m+2)x+3x> .

Oczywiscie funkcja (13) sprowadzi si¢ do (10) dlam = 0 in = 0. Indekséw m i n uzywa sig¢
do oznaczenia modéw wiazki: mod podstawowy (10) oznacza si¢ TEM,,,.

Na rys. 2 przedstawiono poprzeczny rozktad natezenia o$wietlenia (E?) dla kilku modéw
najnizszych rzedow.

0.6t

04T

Rys.2. Poprzeczny (wzdhuz osi x, dla y = 0, z = 1) rozklad natezenia E
dla modéw TEM,,, TEM,, i TEM,, (symetrii cylindrycznej)
wiazki gaussowskiej o parametrach z rys.1

Nalezy zauwazy¢, ze jakkolwiek wszystkie mody z rys. 2 opisane sa tym samym w,, to dla
wyzszych modéw energia jest mniej skupiona wzdtuz kierunku propagacji. Zazwyczaj laser
emitujacy wiazke wielomodowa pracuje w kilku modach réwnoczesnie (na przyktad 00, 01,
111 10) i w rezultacie obserwuje si¢ sume natgzen z rys. 2. W konsekwencji laser pracujacy
wylacznie w modzie 00 zapewnia najwigksza koncentracj¢ energii.

E. Transformacja wiqzki gaussowskiej przez uktad optyczny

Do opisu transformacji wigzki gaussowskiej zostanie zastosowany formalizm optyki macie-
rzowej. Zgodnie z twierdzeniem ABCD wiazka gaussowska o zespolonym parametrze Koge-
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Inika g(z) przechodzac przez ukitad optyczny opisany macierza [ABCD] przeksztalca si¢ na
wiazke o parametrze ¢,(z) danym wzorem:

A-q(z)+B
q1(Z) = C-q(x)+D" (14)

Tak wigc, aby uzyskac¢ warto$¢ parametru Kogelnika w odleglosci y za soczewkq cienkg
o ogniskowej f umieszczong w odleglosci L od przewezenia wiazki, do wzoru (14) nalezy
podstawi¢ macierz o wspdélczynnikach

fy
Ly 10_7)’
BHEHEEY ”

oraz parametr Kogelnika g(L).
Tak wigc nowy parametr Kogelnika w odlegtosci y od soczewki bedzie wyrazat si¢ wzorem

’%-(L+i-zo)+y

q1(y) = (16)

—j—i-(L+i-z()) +1

Rys.3. Transformacja wiazki gaussowskiej przez soczewki o réznych ogniskowych.
W obszarze zakreskowanym gestos¢ mocy spada nie wigcej niz o polowe

Na podstawie zaleznosci (9) mozna obliczy¢ w(y) i R(y) dla nowej wigzki. Polozenie Y i wa-

rtos¢ nowego przewe¢zenia mozna wyznaczy¢ z warunku: R(D)=ee. Po prostych
przeksztalceniach otrzymuje sig:
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3. Zweryfikowac hipoteze o gaussowskim rozkladzie nat¢zenia dopasowujac do uzyskanych
danych funkcje

R
1(0t) = Lyg + Inax * €XP [—M} . @1

d2

4. Na podstawie dopasowanego parametru d (w radianach) obliczy¢ warto$¢ funkcji w (z=L)
w miejscu detektora poréwnujac wzor (21) ze wzorem (10) pamigtajac, ze natezenie
promieniowania I jest proporcjonalne do kwadratu amplitudy pola E

(o) ~ exp[—(a_d%)z} oc [E(r, L)]2 ~ [exp[w(rz)Qﬂz )

Poniewaz katy w obregbie wiazki sa mate, odleglo$¢ r od osi optycznej mozna zastapi¢
katem o: r=o.- L. Po podstawieniu i wykorzystaniu wzoru (12) uzyskuje si¢

d=-Lro_ 1

Ze-at

Zakladajac, ze przewezenie wiazki lezy w polowie dtugosci rezonatora lasera wyznaczy¢
wartos$¢ parametru w,ze wzoru (12) oraz korzystajac z zestawionych w tabeli zwiazkow
pomigdzy parametrami obliczy¢ z, i b dla tej wiazki wiedzac, ze dlugos¢ fali promienio-
wania lasera He-Ne wynosi A= 632.8 nm.

C. Zaprojektowanie uktadu optycznego o zadanych parametrach
1. Zdemontowa¢ przestong z miernika mocy lasera KB 6301. Zmierzy¢ catkowita moc
wiazki laserowe;.

2. W oparciu o wzory (19) zaproponowac¢ uktad optyczny (okresli¢ L, f oraz @) skupiajacy
wiazke lasera do plamki o gestosci mocy = 1000 W/em®,
Obliczy¢ DOF i rozbiezno$¢ wiazki.
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