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napinajgcych dla tej rodziny swiadkow.
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physical approrimation to optimal decomposable entanglement witnesses J. Phys. A:
Math. Theor. 47, 195301 (2014)

Swdj wkiad oceniam na 50%. Moim wkladem bylo zastosowanie kryterium realign-
mentu do zaproponowanej klasy i analityczny dowod jego tamania.

[W8] Dariusz Chruseiniski, Gniewomir Sarbicki Entanglement witnesses: construction,
analysis and classification J. Phys. A: Math. Theor. 47, 483001 (2014)
Swoj wktad oceniam na 20%, moim wkiadem byly fragmenty o geometrii stozkéw i o
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[W9] A.Rutkowski, G.Sarbicki, D.Chruscinski A class of bistochastic positive optimal
maps in My(C) Open Sys. Inf. Dyn. 22 (3) 1550016 (2015)
Swadj wktad oceniam na 30%, moim wktadem bylo udowodnienie optymalnosci odwzo-
rowan bedgcych tematem pracy.

Omoéwienie celu naukowego ww. prac i osiggnietych wynikéw wraz z oméwieniem ich ewen-
tualnego wykorzystania.

W dalszej czesci autoreferatu referencje [W1]-[W9] odnosza sie do prac nalezacych do
cyklu publikacji stanowigcego podstawe wniosku habilitacyjnego.

Wstep geometryczny

Zbiory stanéw i zbiory obserwabli w mechanice kwantowej, ktore majg interesujace wia-
snosci informacyjne sa w wiekszosci przypadkéw stozkams lub réznicami stozkéw. Stozkiem
K nazywamy domkniety podzbidr rzeczywistej przestrzeni liniowej faktoryzujacy si¢ przez
pétproste (z € K = VA € Ry U{0} Az € K). Pélprosta przechodzaca przez punkt = na-
zywamy promieniem tego punktu. Stozek jest zamkniety na branie kombinacji liniowych
elementow, o dodatnich wspétezynnikach.

W stozku mozemy wyréznié krate podzbioréw nazywanych Scianami. Sciana F to pod-
zbiér stozka o wlasnosci, ze biorac dowolne z,y € K, jezelix € F N v —y € K toy € F.
Sciana jest zamknieta na branie kombinacji linjowych elementéw, o dodatnich wspétezyn-
nikach, wigc sama jest stozkiem. Przekr6j dwdch Scian jest tez Sciana, zatem mozemy
okresli¢ minimalna Sciane zawierajacg dany element i nazywamy ja Sciang generowang
przez element.

Zatozmy, ze przedstawiamy element x stozka K jako kombinacje liniowg innych elementéw
stozka K, o dodatnich wspoétczynnikach. Jezeli jedynymi takimi rozkladami sa rozktady
na elementy promienia punktu z, to punkt  nazywamy punktem ekstremalnym w K.

Dla stozka K w przestrzeni X rozwaza¢ mozna podzbior przestrzeni X* wszystkich form
przyjmujacych na elementach K wartosci nieujemne. Zbiér ten okazuje sie by¢ stozkiem,
nazywamy go stozkiem dualnym do K i oznaczamy jako K*. W naszych rozwazaniach
ograniczmy sie do przypadku gdy X = X**, zatem mamy K™ = K.

Dla elementu = stozka K mozna zapytac¢ jakie elementy K* zeruja si¢ na nim. Okazuje
sie, ze tworza one $ciang w K*, nazywana Sciang dualng do elementu x. Co wigcej, dwa
elementy generujace te sama $ciane maja te sama sciane dualng, dlatego dualnos¢ odwzo-
rowuje krate $cian stozka K w krate scian stozka K*. Oznaczmy te odwzorowanie jako ®.
W taki sam spos6b konstruujemy odwzorowanie ®* przypisujace scianom stozka K* Sciany
stozka K** = K. Odwzorowanie ®*® przypisuje Scianie stozka K jego pewna nadsciane.
Sciany przechodzace w takiej operacji na same siebie nazywamy $cianami eksponowanymi.
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W szczegolnosei, eksponowane Sciany jednowymiarowe nazywamy promieniami ekspono-
wanymi, a elementy takich promieni nazywamy punktam: eksponowanymi.

Podzbiory stan6éw i obserwabli bedace przedmiotem zainteresowania

Rozwazaé bedziemy zbiér normalnych stanéw kwantowych (operatorow gestosci). Sa to
operatory sladowe, samosprzezone, poétdodatnio okreslone, o sladzie rownym 1. Dla wygo-
dy rezygnujemy z warunku normowania sladu i przedmiotem zainteresowania jest stozek
operatorow sladowych, samosprzezonych, dodatnio okreslonych.

Jezeli w uktadzie mozna wyrézni¢ dwa poduktady, nazwijmy je A i B, to przestrzen Hil-
berta uktadu jest iloczynem tensorowym przestrzeni Hilberta poduktadow ‘H = H4 ® Hp.
Dla czesci stanéw uktadu istniejg rozktady postaci p = 33, p2t ® p?2, gdzie p! € By (H,),
pP € By (Hp) sa stanami odpowiednio poduktadéw A i B [1] (przy czym rozktad ten nie
musi by¢ jednoznaczny). Te szczegblne stany nazywamy stanami separowalnymi. Tworza
one stozek, ktory jest podzbiorem stozka wszystkich stanéw. Stany w réznicy tych stozkow
nazywa si¢ stanami splatanymi. Dowolny stan klasyczny uktadu ztozonego mozna wypro-
dukowac jako mieszaning statystyczna standéw produktowych. Z definicji, w ten sposob nie
da sie skonstruowac¢ stanu splatanego, zatem korelacje pomiedzy poduktadami w takich
stanach sg nieklasyczne. Korelacje te znajdujg zastosowanie w duzej liczbie kwantowych
protokoléw komunikacyjnych (teleportacja, kryptografia), sa tez zasobem obliczeniowym
dla komputeréow kwantowych.

Najczesciej z punktu widzenia zastosowan interesujg nas stany splatane pomiedzy obiek-
tami rozseparowanymi przestrzennie. Stan splatany dwoch czastek, jedna w punkcie A,
druga w punkcie B uzyskujemy z pewnego zrodia par czastek. Chcemy zbadaé splatanie
stanu pary czastek.

Dla zadanego stanu, problem stwierdzenia czy jest to stan splatany czy separowalny jest
trudny [2, 3]. Jest to réwnowazne sprawdzeniu, czy dla badanego stanu wartosé¢ oczekiwana
wszystkich obserwabli dodatnich na stanach czystych produktowych jest w badanym stanie
nieujemna [4]. Obserwable takie tworza stozek, ktory bedziemy oznaczaé¢ w dalszej czesci
referatu jako Wi, bedacy nadstozkiem stozka obserwabli példodatnio okreslonych (B.).
Z definicji stozek W, jest dualny do stozka Bj.

Elementy zbioru W, \ By (obserwable dodatnie na stanach produktowych, ale nie pétdo-
datnio okreslone) nazywaja sie swiadkami splatania. Jezeli warto$¢ oczekiwana swiadka
w pewnym stanie splatanym jest ujemna, to méwimy ze jest to stan splatany wykrywa-
ny przez swiadka. Kazdemu $wiadkowi mozemy zatem przypisaé zbiér standéw splatanych
przez niego wykrywanych.

Istnieje kilka kryteriéw splatania, ktore pozwalaja wykry¢ splatanie dla explicite zada-



nej macierzy gestosci uktadu ztozonego. Z najwazniejszych nalezy wymieni¢ kryterium
czedciowej transpozycji [5] i kryterium realignmentu [6] ' . Odpowiadaja one catym ro-
dzinom Swiadkéw splatania. W praktyce, ich uzycie wymagatoby znajomosci wszystkich
elementéw macierzy gestosci (pelna tomografia stanu) z duza dokladnoscia przy zatozo-
nym poziomie ufnosci, co wiaze sie z przeprowadzeniem duzej liczby pomiaréw. Poniewaz
czesto wiele wiemy o stanie z samej fizyki Zrodta, mozemy skonstruowaé swiadka ktorego
ujemny wynik zapewni nas o splataniu par czastek pochodzacych ze zrédta (czyli potwier-
dzi skutecznosé takich par czastek do protokoléw kwantowych). Wartosé liczbowa wartosci
oczekiwanej swiadka (odpowiednio znormalizowanego) jest réwniez miara jakosci splata-
nia. Pomiar wartosci oczekiwanej z zadang doktadnoscia obdywa sie przez jej wielokrotny
pomiar i usrednianie. Pomiar pojedynczej obserwabli nalezy zatem rozumie¢ jako serie
pomiaréw przy tych samych ustawieniach przyrzadéw. Warto wspomnie¢, ze poniewaz
Swiadek jest obserwabla na uktadzie ztozonym z rozseparowanych przestrzennie podu-
kladéw, nie istnieje przyrzad pomiarowy mu odpowiadajacy. Swiadka nalezy roztozyé na
kombinacje liniowg iloczynow tensorowych lokalnych obserwabli i dokonaé¢ wielokrotnego
pomiaru kazdego ze sktadnikéw rozktadu. W ten sposéb rekonstruujemy wartosé ocze-
kiwana swiadka. Tak samo postepujemy mierzac tamanie nieréwnosci Bella, co nie jest
niczym zaskakujacym, poniewaz kazda nieréwnos¢ Bella ttumaczy sie na Swiadka spla-
tania, a doktadniej odpowiada calej klasie $wiadkéw splatania odpowiadajacym réznym
wyborom lokalnych obserwabli w nieréwnosci Bella (taka klase rownowaznosci nazywamy
Device Independent Witness, [W8] 1 referencje tam).

Kryterium czesciowej transpozycji petni wyrozniong role - przez dtugi czas jedynymi kon-
struowanymi do$wiadczalnie stanami byty stany wykrywane przez te kryterium. Stany
splatane nie wykrywane przez kryterium czesciowej transpozycji, nazywane stanami spla-
tanymi PPT, maja interesujace wtasnosci fizyczne - ich splatanie jest tzw. splataniem zwig-
zanym (czy istniejg stany splatane nie PPT o tej wlasnosci jest nadal pytaniem otwartym,
do tej pory nie znaleziono przyktadéw). Stany PPT rowniez tworza stozek ktéry bedziemy
oznaczaé jako Bppr, bedacy przekrojem stozka B, i jego obrazu pod dziataniem czeSciowej
transpozycji. Stozek do niego dualny to otoczka wypukta sumy stozka W i jego obrazu
pod dzialaniem cze$ciowej transpozycji. Oznaczaé¢ go bedziemy jako Wp. Jego niedodatnie
elementy nazywamy Swiadkami rozkladalnymi. Swiadkéw ze zbioru Wi \ Wp nazywamy
swiadkami nierozktadalnyma.

W praktyce przy sprawdzaniu splatania numerycznie stosuje si¢ algorytm oparty na kryterium Doherty’ego [7, 8],
ale przy analitycznym udowadnianiu splatania w klasach stanéw wykorzystuje sie kryterium czesciowej transpozycji, a
dla stanéw nie wykrywanych przez to kryterium (nazywanych stanami PPT) w przypadku generycznym wykorzystuje
si¢ kryterium realignmentu i jego wzmocnienia



Optymalnosé i napinanie

W stozku $wiadkéw splatania mozna wyrdézni¢ elementy optymalne - ktére wykrywaja
maksymalne (w sensie inkluzji) zbiory stanéw splatanych. Z punktu widzenia zastosowar,
uzywanie swiadkéw nieoptymalnych nie ma sensu - optymalizujac swiadka nieoptymal-
nego nie tracimy juz wykrywanych stanow, a poszerzamy zakres stosowalnosci naszego
narzedzia.

Réwnowazng definicja optymalnosci jest warunek, by swiadek po odjeciu dowolnej obser-
wabli dodatniej przestawal byé¢ swiadkiem [9].

[stnieje prosty warunek wystarczajacy na optymalno$¢ swiadka splatania - jezeli zbior
wektorow {a ® 3 : (a ® f|W]|a ® ) = 0} napina calyg przestrzen Hilberta uktadu, to
swiadek W jest optymalny [9]. Krétko nazywamy takich $wiadkéw napinajgcymi lub o
wlasnosci napinania.

Kryterium napinania uzylismy do udowodnienia optymalnosci klas $wiadkéw [W1], [W9].
W pracy [W2] konstruujemy $wiadka rozkladalnego, optymalnego bez wlasnosci napinania
dla dowolnych wymiaréw poduktadéw, wigkszych od 2. Jego optymalnosé¢ udowadniamy
wprost z definicji.

Praca [9] ktora wprowadza definicje optymalnoséci i napinania, definiuje réwniez ND-
optymalnoéé, znana w pdzniejszej literaturze réwniez jako bioptymalnosé. Swiadek nie-
rozkladalny jest ND-optymalny, jezeli zaden inny $wiadek nie wykrywa wiecej (w sensie
inkluzji) stanéw splatanych PPT. Okazuje sie to by¢ réwnowazne stwierdzeniu, ze Swiadek
taki po odjeciu dowolnego swiadka rozktadalnego przestaje by¢ $wiadkiem. Warunkiem
wystarczajacym ND-optymalnosci jest by zaréwno Swiadek jak i jego czesciowa transpo-
zycja mialy wlasnosé napinania.

W pracy [W10] sformutowalem geometryczna interpretacje optymalnosci. Optymalnosé
mozna definiowac dla dowolnych dwéch stozkow K i L speliajacych relacje inkluzji K C L
- element L \ K jest optymalny wtedy i tylko wtedy gdy zaden inny element L \ K nie
wykrywa wiecej elementéw K*\ L* (w sensie inkluzji). W przypadku stozkéow B, W, otrzy-
mujemy standardowg optymalno$¢. Biorac stozki Wp i W, otrzymujemy ND-optymalno$c.
W ogélnym przypadku daje sie udowodni¢ rownowazng definicje optymalnosci - element
w € L\ K jest optymalny wtedy i tylko wtedy gdy Vk € K {0}, w — k & L.
Optymalnos$é jest wiasnoscig catych $cian stozka L. Udowodnitem, ze element jest opty-
malny, wtedy i tylko wtedy gdy jezeli najmniejsza $ciana ktora go zawiera nie zawiera
elementéw podstozka K. Obecnie, $cianowa definicja optymalnosci jest podawana jako
wyjsciowa definicja [10].

Podobnie mozna scharakteryzowaé¢ zbior swiadkow napinajacych - element ma wtasnosé
napinania, jezeli najmniejsza $ciana eksponowana ktoéra go zawiera nie zawiera elementow



podstozka K. Ogoélne kryterium napinania dla dowolnych stozkéw implikuje jako swoje
przypadki szczegdlne, kryteria napinania standardowej optymalnosci i ND-optymalnosci.
Charakteryzacja geometryczna optymalno$ci i napinania daje odpowiedzZ na pytanie kiedy
te dwa warunki staja sie rownowazne. Dzieje sie tak, gdy wiekszy ze stozkow ma wszystkie
Sciany eksponowane. Stozek W, nie posiada tej wtasnosci, przyktadem jest swiadek po-
chodzacy prze izomorfizm Jamiotkowskiego z odwzorowania Choi, ktéry jako ekstremalny
jest optymalny, ale nie ma wlasno$ci napinania. Stozkami o wszystkich $cianach ekspono-
wanych sg np. stozki samodualne lub stozki polihedralne powstate z przeciecia skonczonej
liczby potprzestrzeni.

Geometryczna charakteryzacja optymalno$ci i napinania pozwala reformutowaé te pojecia
dla dowolnej pary stozkow. W mechanice kwantowej wielu czastek moze by¢ to wykrywa-
nie réznych typéw splatania, w stozkach prawdopodobienstw warunkowych rozwazanych
w zagadnieniach kwantowego sterowania, wykrywania korelacji niekwantowych wsrod ko-
relacji nieinformujacych itp.

Eksponowanos¢

Jezeli pytamy nie o mozliwo$¢ poprawienia konkretnego eksperymentu, ale o minimal-
ny zbior swiadkéw wykrywajacych kazde splatanie, to pytamy o elementy ekstremalne w
stozku swiadkéw - elementy, ktére nie dadza sie przedstawi¢ jako kombinacja wypukta
dwoch innych elementéw spoza promienia generowanego przez punkt. Wsréd nich mamy
podzbiér punktéw eksponowanych - sg to punkty lezace na promieniach, ktore sa prze-
cieciem stozka z pewna hipertaszczyzna styczna do stozka. Twierdzenie Straszewicza [11]
mowi, ze elementy eksponowane tworza gesty podzbiér w zbiorze elementéw ekstremal-
nych. Oznacza to (z ciaglosci), ze jezeli stan splatany jest wykrywany przez pewnego
sSwiadka ekstremalnego, to jest wykrywany przez bliskiego mu $wiadka eksponowanego.
Swiadkowie eksponowani sa w stanie wykry¢ splatanie kazdego stanu.

W pracy [W3] sformutowali$émy kryterium eksponowanosci, podobne do kryterium napi-
nania dla optymalnosci - jezeli zbiér wektoréw {a* ® a ® § : (a @ f|W|a ® 3) = 0}
napina przestrzen o wymiarze didy — d; (wlasno$é te nazwalimy silnym napinaniem) i
dodatkowo odwzorowanie odpowiadajace $wiadkowi jest nieredukowalne, to swiadek jest
eksponowany. Swiadkéw takich nazywamy silnie napinajgcymi lub o silnej wlasnosci na-
pinania. Uzywajac tego kryterium udalo nam sie udowodnié¢ eksponowanosé (a zatem
réwniez ekstremalno$é) dla klasy $wiadkéw w parzystych wymiarach [W4], o ktérych do-
tychczas wiedzielismy tylko ze sa optymalne [W5].

Kryterium to jest relatywnie stabe, tzn. tatwo jest poda¢ konstrukcje swiadka eksponowa-
nego, ktéry nie ma whasnosci silnego napinania. W pracy [W3] pokazujemy, ze wszystkie



cze$ciowe transpozycje projektorow, ktére sa eksponowane [12] nie majg wtasnosci silnego
napinania jezeli wymiary poduktadéw nie sg rowne.

Hipoteza SPA

W pracy [13] P. Horodecki i A.Ekert sformutowali hipoteze SPA (Structural Physical Ap-
proximation) o strukturalnych aproksymacjach fizycznych $wiadkéw splatania. SPA(W)
definiujemy jako stan SPA(W) = W + Apo, gdzie A = min{\ : W + A > 0}, a py
jest stanem maksymalnie mieszanym. Hipoteza SPA méwi, ze dla swiadkéw optymalnych
SPA(W) jest zawsze stanem separowalnym. Hipoteza ta zostata poparta bardzo wieloma
przykladami znanych swiadkéw [14]. Ma ona istotne praktyczne implikacje dla procedur
pomiaru swiadkéw optymalnych [14]. W [15] zostal podany $wiadek nierozktadalny bedacy
kontrprzyktadem i hipoteza zostala ostabiona do $wiadkéw rozkladalnych. W pracy [W7]
podaliémy przyktad podaliémy rodzine $wiadkéw rozktadalnych w C3 @ C? ktére tamia
hipoteze SPA, zatem ostabiona wersja tej hipotezy okazata sie réwniez fatszywa. Poprzez
zanurzenie, skonstruowana rodzina jest kontrprzyktadem dla hipotezy dla dowolnych po-
duktadow o wymiarach wiekszych niz 2. Hipoteza jest udowodniona w w wymiarach 2 x n,
dlan < 4. Pozostaje sprawdzi¢ (przez udowodnienie hipotezy lub podanie kontrprzyktadu)
wymiary 2 X n, dla 2 x n,n > 4.

Podsumowanie graficzne

Powyzszy rysunek z pracy [W8] przedstawia ilustracje opisanych zagadnien za pomoca
stozkow w R3. Rysunek przedstawia ciecie przestrzeni R? plaszczyzng rysunku.

Czesciowa transpozycja w By (C3) jest liniowa inwolucja i jako taka jest odbiciem. Plasz-
czyne odbicia (zbiér punktow statych czesciowej transpozycji) obrazuje linia przerywana.
Jasnozielony (LG) trdojkat reprezentuje zbior operatoréw poétdodatnio okreslonych (sta-
now). Punkt (1) to stan czysty. Przekrdj tego zbioru z jego odbiciem to zbiér stanéw
PPT. Na rysunku jest to szesciokat. Jego podzbidr, z6tty (Y) “napompowany” szesciokat
to stany separowalne. Ciemnozielone (DG) obszary sze$ciokata stanéw PPT to stany spla-
tane PPT. Punkt (2) to ekstremalny stan PPT i jednoczesnie tzw. “stan naroznikowy”
(egde state - odjecie od niego dowolnego stanu separowalnego prowadzi do stanu o ujemne;j
czesciowej transpozycji, zgodnie z ogdlng definicja wykrywania jest to element optymalnie
wykrywajacy swiadkéw rozktadalnych w zbiorze wszystkich swiadkéw).

Otoczka wypukta sumy zbioru operatoréw dodatnich i obrazu tego zbioru po czesciowe]
transpozycji tworzy stozek Wp (Swiadkowie rozktadalni i obserwable dodatnie). Na rysun-
ku jest to wiekszy szesciokat. Jego jasnoczerwona (LR) czes$é reprezentuje zbior $wiadkow



rozktadalnych. Stozek dualny do stozka stanéw separowalnych (z6tty (Y) obszar) to stozek
Wi. Na rysunku jest to najwiekszy z obszaréw. Ciemnoczerwony (DR) obszar odpowiada
zbiorowi swiadkéw nierozktadalnych.

Na brzegu zbioru $wiadkow mozemy wyrézni¢ swiadkéw ekstremalnych - to domkniete
tuki oznaczone kolorem ciemnoniebieskim (DB). Wér6d nich tylko punkty z otwartych
tukow sa eksponowane, punkt (4) jest swiadkiem ekstremalnym, ale nie eksponowanym
(Jak np. $wiadek pochodzacy z odwzorowania Choi). Jasnoniebieskie (LB) punkty na
brzegu odpowiadaja swiadkom optymalnym, ktére nie sg eksponowane. W érodkach tych
odcinkéw lezg $wiadkowie optymalni rozktadalni. Swiadkowie ND-optymalni na rysunku
pokrywaja sie ze $wiadkami ekstremalnymi (w rzeczywistosci sa ich nadzbiorem).

Hipoteze SPA spetniaja na rysunku tylko swiadkowie optymalni rozktadalni. W rzeczywi-
stosci zaréwno wérod swiadkéw optymalnych rozktadalnych jak i nierozktadalnych znaj-
dziemy przyklady potwierdzajace hipoteze SPA jak i bedace jej kontrprzyktadami (gdy
wymiary poduktadéw sa wieksze niz 2).



6. Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo - badawczych

a)

b)

Lista publikacji nie wchodzacych w sktad osiggniecia

[W10] Gniewomir Sarbicki General theory of detection and optimality arXiv:0905.0778
(2009)

[W11] G. Sarbicki Geometry of Local Orbits in Three Qubit Problem Open Systems &
Information Dynamics 12: 143-161 (2005)

[W12] G. Sarbicki Spectral Properties of Entanglement Witnesses J. Phys. A: Math. The-
or. 41 (2008) 375303

[W13] G. Sarbicki Spectral Properties of Entanglement Witnesses and Separable States
Journal of Physics: Conference Series 104 (2008) 012009

[W14] D. Chrusciniski, A. Kossakowski, G. Sarbicki Spectral conditions for entanglement
witnesses vs. bound entanglement Phys. Rev A 80, 042314 (2009)

[W15] G. Sarbicki, I. Bengtsson Dissecting the qutrit J. Phys. A: Math. Theor. 46 035306
(2013) arXiv:1208.2118

[W16] F. A. Wudarski, P. Nalezyty, G. Sarbicki, D. Chruscinski On admissible memo-
ry kernels for random wunitary qubit evolution Phys. Rev. A 91, 042105 (2015)
arXiv:1501.05179

Omoéwienie najwazniejszych kierunkéw badan i wynikéw nieujetych w osig-
gnieciu

Orbity grupy operacji lokalnych

Tematem badan byta topologia orbit operacji lokalnych dla dwoch i trzech qubitow. Or-
bity klasyfikuja sie ze wzgledu na to, jak podgrupa jest stabilizatorem ich elementow.
Utozsamiajac w grupie SU(2)*? elementy rozniace si¢ o stabilizator, dostajemy zbiér ho-
meomorficzny z orbitg. Orbity te maja w ogdlnosci topologie wigzek wltoknistych i w
kazdym przypadku identyfikowatem ich wtokno i przestrzen bazowa.

Wtasnosci spektralne swiadkéw splatania i stanéw separowalnych

Uzywajac metod geometrii algebraicznej znalaztem warunek na maksymalng ilo$¢ ujem-
nych wartosci whasnych swiadka splatania i ogélniej dla $wiadkéw k-splatania (k-Schmidt
witnesses [16], to sa obserwable nie pétdodatnio okreslone, ale pétdodatnio okreslone na
wektorach o rzedzie Schmidta nie przekraczajacym k). Udowodnilem warunki konieczne
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jakie musza spetnia¢ jadro oraz podprzestrzenie V, i V_ napinane przed wektory wtasne
przy odpowiednio dodatnich i ujemnych wektorach wtasnych. Silniejszy warunek wigzacy
te podprzestrzenie pozwala na zagwarantowanie, ze majac dwie dowolne obserwable do-
datnio okreslone W, i W_ o no$nikach odpowiednio na V. i V_, istnieje odpowiednio duze
A takie, ze AW, — W_ jest swiadkiem splatania (wszystkie dowody sa przeprowadzane
dla ogélnego przypadku $wiadkow k-splatania). Wprowadzajac wspétczynnik Schmidta
podprzestrzeni, jako maksymalny najwiekszy wspotczynnik Schmidta wektoréw unormo-
wanych w tej podprzestrzeni, sformutowatem dla zadanej bazy ortonormalnej ktorej wek-
tory spetiaja warunki konieczne, ilosciowe warunki konieczne na wartosci wtasne swiadka
diagonalnego w tej zadanej bazie.

W pracy [W13] definiuje norme S — sup, ktéra jest odpowiednikiem normy supremum, ale
supremum jest brane po unormowanych wektorach produktowych. Przy uzyciu tej normy
wprowadzam réwnowazne sformutowanie problemu separowalnosci: ¥n (n]p) < ||\/7][3_ sup-
Trudno$¢ w sprawdzaniu tej definicji jest ukryta w obliczaniu normy S — sup. Mozemy
otrzymaé prosty warunek konieczny separowalnosci, gdy ograniczymy sie¢ do n czystych.
Z niegoo z kolei tej wynika spektralny warunek konieczny separowalnosci - zadna wartosé
wlasna stanu separowalnego nie moze przekroczy¢ kwadratu maksymalnego wspotezynni-
ka Schmidta odpowiadajacego jej wektora wlasnego. Co ciekawe, dla stanéw ktorych baza
wlasng jest baza Bella, jest to jednoczesnie warunek wystarczajacy. Podobne ogranicze-
nia dotycza sum wartosci wtasnych stanu separowalnego - wtedy za prawa strone trzeba
wzia¢ kwadrat maksymalnego najwiekszego wspotczynnika Schmidta wektoréw unormo-
wanych w podprzestrzeni napinanej przez wektory wtasne odpowiadajace rozpatrywanym
warto$ciom wlasnym. Pokazatem, ze takie kryterium jest juz w stanie wykrywac splatanie

PPT.

W pracy [17] autorzy wyprowadzaja warunki wystarczajace na wartosci whasne $wiadka k-
splatania nie odwolujace sie do wlasnosci odpowiadajacych im wektoréow whasnych (jak np.
ich maksymalne wspétezynniki Schmidta). W pracy [W14| pokazujemy, ze tak zdefiniowani
Swiadkowie nie sg w stanie wykry¢ splatania PPT.

Geometria zbioru stanéw qutritu w jezyku niskowymiarowych cieé

W pracy [18] rozwazano ksztalty cieé zbioru stanéw qutritu plaszczyznami napinanymi
przez pary macierzy Gell-Manna. W odpowiedzi w pracy [W15] pokazaliSmy ze zbior
wszystkich mozliwych cig¢ jest tatwy do sparametryzowania. Brzeg takiego ogdlnego cie-
cia jest krzywa trzeciego stopnia na ptaszczyznie, a w pewnych szczegdlnych przypadkach
jego fragmenty sa krzywymi drugiego i pierwszego stopnia. Pokazalismy, gdzie w zbiorze
wszystkich cieé leza te szczegdlne przypadki (skoniczony zbiér cieé¢ pokazanych w pracy [18]
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zawieral sic w tym podzbiorze). W tym podzbiorze w petni scharakteryzowaliémy wszyst-
kie ksztaty cie¢. Rysunek pokazujacy gdzie w zbiorze wszystkich cie¢ leza te szczegdlne
przypadki trafit na oktadke Journal of Physics A.

Dynamika otwartych uktadéw kwantowych z jadrem pamieci

W dynamice uktadow otwartych, rownanie master p = Lp uogdlnia si¢ uzalezniajac Lind-
bladian od czasu. Kazda ogdlniejsza dynamika nazywana jest (nieprecyzyjnie) dynamika
niemarkowowska. W pracy [W16] rozwazaliémy dynamike uktadu otwartego, w ktérym
dynamika zredukowana jest zadana przez réwnanie splotowe z jagdrem pamieci

p0) = [ Krple — ydr

Réwnanie takie otrzymuje sie z réwnania Nakajimy-Zwanziga (czes¢ potgrupows w réwna-
niu mozna ukry¢ w czesci atomowej K'). Podstawowym pytaniem jest jakie jadra prowadza
do poprawnej dynamiki, tzn. zachowujacej dodatnios¢ operatora gestosci. W pracy ograni-
czamy si¢ do jader komutatywnych, w ktérych [K(t1), K (t2)] = 0 - w kazdym kanale jest
to niezalezna dynamika. Mimo takiego upraszczajacego zalozenia, jest to ciagle trudne
pytanie. W pracy podajemy warunek wystarczajacy dajacy metode konstrukeji szerokiej
klasy takich jader. Otrzymujemy go wykonujac transformate Laplace’a tego réwnania
i sprawdzajac kiedy transformata p bedzie funkcja complete monotone. W uogodlnianiu
klasycznej definicji Markowa na przypadek kwantowy (bezposrednie uogdlnienie nie jest
mozliwe, ze wzgledu na nieistnienie w teoriach niekomutatywnych prawdopodobienstwa
warunkowego) wprowadza sie definicje podzielnosci dynamiki. Dla rodziny propagatoréw
Ls; dynamika jest CP-podzielna, jezeli dla kazdego ¢ propagator Lo (ktory jest zawsze
kompletnie dodatni) dla kazdej chwili posredniej s mozna przedstawié¢ jako iloczyn dwdch
kompletnie dodatnich propagatoréw Lo Ls;. Podobnie, dynamika jest P-podzielna, je-
zeli zawsze istnieje rozklad, ale propagatory posrednie wystarczy ze sg tylko dodatnie.
Pokazujemy, ze dla dynamiki splotowej uzyskanej z naszej konstrukeji mozemy mie¢ CP-
podzielnosé, P-podzielnosé lub nie mieé¢ zadnej podzielnosci. Ostatnia mozliwos¢é oznacza
powrdt informacji z otoczenia do uktadu. W takiej sytuacji otoczenie stanowi zewnetrzny
rejestr informacyjny dla uktadu.

7. Trwajace projekty i dalsze plany

Obecnie zajmuje si¢ dynamika uktadéw otwartych zadana przez rownania splotowe i badam
klasy wymiernych funkcji CM, ktére pozwalaja formutowacé warunki wystarczajace na wtasnosci
jadra pamieci prowadzacego do poprawnej dynamiki uktadu. Kolejng tematem jest wyjscie w
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tej analizie poza klas¢ jader komutujacych w réznych chwilach czasu do klasy najogoélniejszej,
w pelni kwantowe;j.

Kolejnym tematem do ktorego chcialbym wréci¢ to zagadnienia termodynamiki kwantowej
nad ktorymi pracowatem w Sztokholmie z I. Bengtssonem i G. Lindbladem. Kwantowym od-
powiednikiem maszyny cieplnej jest uktad otwarty sprzezony do (przynajmniej) dwdch, nie-
oddziatujacych ze soba rezerwuaréw, pobudzany okresowo. Uktady takie sa obecnie osiagalne
doswiadczalnie, co pozwala weryfikowaé przewidywania teoretyczne i dostarczy¢ nam informacji
jak sie zachowuja prawa termodynamiki gdy przechodzimy do granicy matych uktaddow.

8. Kierownictwo i udziat w projektach badawczych
e Wspétwykonawca grantu 3004/B/H03/2007/33 Kwantowe splgtanie: analiza i klasyfikacja
2007-2010

e Wspétwykonawca zadania POKL.04.01.01-00-081/10 Wzmocnienie potencjalu dydaktycz-
nego UMK w Toruniu w dziedzinach matematyczno-przyrodniczych

e Wspotwykonawca grantu DEC-2011/03/B/ST2/00136 Kwantowe korelacje: analiza, de-

tekcja i dynamika

9. Odczyty i uczestnictwo w konferencjach

Zaproszone wykltady konferencyjne

e Symmetry and structural properties of condensed matter, Myczkowce 2007.1X.5-12
tytut: Spectral properties of entanglement witnesses and separable states

e Symmetry and structural properties of condensed matter, Myczkowce 2009.1X.2-9
tytut: Optimality of entanglement witnesses

e Geometry of Quantum Entanglement, Centre International de Rencontres Mathématiques
(CIRM), Marsylia 2012.1.9-13

tytut Ezposed positive maps and entanglement witnesses - a sufficient condition

Inne odczyty

e Symposium of LFPPI Net, ¥.6dz 13 - 15 kwietnia 2007
autor odczytu Spectral properties of entanglement witnesses

e Symposium of Mathematical Physics, Torun 11 - 12 czerwca 2007
autor odczytu Spectral properties of entanglement witnesses
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e [V Lodz Symposium of the Network of Laboratories of Physical Foundations of Informa-
tion Processing, L.6dz, 4 kwietnia 2008
autor odczytu Spectral properties of separable states

e Symposium of the Network of Laboratories of Physical Foundations of Information Pro-
cessing, Sopot 23-25 kwietnia 2009
autor odezytu Optimality of entanglement witnesses

e Symposium on Mathematical Physics, Torun 5-6 czerwca 2009
autor odezytu Optimality of entanglement witnesses

e 43 Symposium on Mathematical Physics, Torun, czerwca 20-22, 2011
autor odczytu Optimal entanglement witnesses without the property of Hilbert space span-
ning

Uczestnictwo w konferencjach

e Konferencja ,,Quantum entanglement and symetries”, ¥.6dz, 29 - 30 listopada 2003

e Sympozjum ,,Cryptography and Quantum Information”, Wroctaw/Karpacz, 12 - 17 stycz-
nia 2004

e Symposium on Mathematical Physics, Torun 9 - 12 czerwca 2004

e Sympozjum ,Information and Quantum Mechanics”, Wroctaw 4 marca 2005

e Symposium on Mathematical Physics, Torun 17 - 18 czerwca 2005

e Sympozjum ,Quantum Information & Enginering”, Wroctaw, 27 stycznia 2006
e Symposium on Mathematical Physics, Torun 4 -7 czerwca 2006

e Symposium of LFPPI Net, £.6dz 13 - 15 kwietnia 2007

e Symposium of Mathematical Physics, Torun 11 - 12 czerwca 2007

e XXVI Workshop on Geometrical Methods in Physics, Bialowieza 29 czerwca — 8 lipca of
2007

e 10th Workshop: Non-commutative harmonic analysis with applications to probability, Be-
dlewo 6 -12 sierpnia of 2007

e Symmetry and structural properties of condensed matter, Myczkowce Hth -12th wrze$nia

2007
e Symposium on Mathematical Physics, Torun 25-28 czerwca 2008

e Foundations of Probability and Physics-5, Vaxjo, sierpnia 24-27 2008
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[talian Quantum Information Science Conference, Camerino 24-29 pazdziernika 2008

Symposium of the Network of Laboratories of Physical Foundations of Information Pro-
cessing, Sopot 23-25 kwietnia 2009

Symposium on Mathematical Physics, Torun 5-6 czerwca 2009
Symmetry and structural properties of condensed matter, Myczkowce, 2-9 lipca 2009

International Conference on Quantum Information Processing and Communication, Rome,
21-25 wrzesnia, 2009

42 Symposium on Mathematical Physics, Torun, 19-22 czerwca, 2010
43 Symposium on Mathematical Physics, Torun, June 20-22, 2011

Geometry of Quantum Entanglement, Centre International de Rencontres Mathématiques
(CIRM), Marseille, France, 9-13 stycznia 2012

Quantum Theory: Reconsideration of Foundations - 6, Vaxjo, 11-14 czerwca 2012
44 Symposium on Mathematical Physics, Torun, 20-24 czerwca, 2012

KCIK Symposium, Sopot, 23-25 maja 2013

45 Symposium on Mathematical Physics, Torun, 1-2 czerwca, 2013

QIP 2014, Barcelona, 3-7 lutego 2014

The V Jubilee KCIK Symposium, Sopot, 22-24 maja 2014

46 Symposium on Mathematical Physics, Torun, 15-17 czerwca, 2014

51 Winter School of Theoretical Physics, Ladek, 9-14 lutego, 2015

10. Wspélpraca krajowa i zagraniczna

Wspblpraca z M.Lewensteinem i R.Augusiakiem (ICFO, Barcelona)

Wspblpraca z [.Bengtssonem i G.Lindbladem (Stockholms Universitet)
Wspolpraca z M.Mozrzymasem (u. Wroctawski)

Wspblipraca z A.Rutkowskim (Krajowe Centrum Informatyki Kwantowej, Sopot)
Wspblpraca z S.Maniscalco (Turku)

Wspblpraca z grupa M.Ohya (Tokyo University of Science)

11. Dane bibliometryczne
Liczba opublikowanych artykutéw: 15 + 1 preprinty
Google Scholar:

15



Cytowania 188 176 (od 2010)
h-indeks 8 8 (od 2010)
i10-indeks 8 8 (od 2010)

Web of Science

Suma cytowan 105

Suma cytowac¢ bez autocytowan 82

h-index 6
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