Zalacznik 2

Jacek Jurkowski

Instytut Fizyki, Wydzial Fizyki, Astronomii
i Informatyki Stosowanej

ul. Grudziadzka 5, 87-100 Torun

Autoreferat
1. Imie i Nazwisko
Jacek Jurkowski
2. Posiadane dyplomy i stopnie naukowe — z podaniem nazwy, miejsca i

roku ich uzyskania

— Studia magisterskie: 1988 — 1993, fizyka teoretyczna, Uniwersytet Mikotaja Kopernika

— stopien magistra: czerwiec 1993, nauki fizyczne, Uniwersytet Mikotaja Kopernika na pod-
stawie pracy Statystyczne wlasnosci widma hamiltonianu Heisenberga (promotor: prof. dr
hab. J. Karwowski)

— stopien doktora: listopad 2000, nauki fizyczne, Uniwersytet Mikolaja Kopernika na pod-
stawie rozprawy: Przeksztalcenia kontaktowe i ich zastosowanie w termodynamice proce-
sow réwnowagowych (promotor: dr hab. R. Mrugala)

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych

— 1.09.1993 — 2001: asystent w Instytucie Fizyki UMK
— 2001-01.2012: adiunkt na Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej UMK

— od stycznia 2012: starszy wykladowca na Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki Sto-
sowanej UMK

4. Nagrody i wyrdéznienia
(1) Nagroda Zespotowa II stopnia Rektora Uniwersytetu M. Kopernika za przygotowanie i
zorganizowanie 38 Sympozjum Fizyki Matematycznej: Kwantowe Splgtanie i Geometria

(2) Indywidualna Nagroda Rektora Uniwersytetu M. Kopernika IV stopnia za osiggniecia
uzyskane w dziedzinie organizacji procesu nauczania w 2007 przyznana 17.11.2008

(3) Zespolowa Nagroda Rektora UMK III stopnia za osiagniecia naukowo-badawcze w 2008
roku przyznana 17.11.2009 roku

(4) Zespolowa Nagroda Rektora UMK II stopnia za osiagniecia w dziedzinie naukowo-badawczej
w 2010 roku



5. Wskazanie osiagniecia wynikajgcego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14
marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o
stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U. nr 65, poz. 595 ze zm.)

Monografia pod tytulem

Korelacje nieklasyczne. Kwantowe splgtanie © dyskord
autor: Jacek Jurkowski

wydana przez Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, Torun, 2014.
ISBN 978-83-231-3198-4

Moja praca badawcza oraz naukowe zainteresowania po uzyskaniu tytutu doktora skupity
si¢ wokot trzech zagadnien:

(1) badanie korelacji kwantowych, w szczegélnosci kwantowego splatania stanéw i dyskordu,
(2) wykorzystanie metod algebr Liego przy rozwiazywaniu réwnan rézniczkowych,
(3) kwantowanie ukladéw z dyssypacja,

Podsumowaniem moich badan dotyczacych problematyki korelacji kwantowych jest mo-
nografia Korelacje nieklasyczne. Kwantowe splgtanie i dyskord [1], ktéra przedstawiam jako
moja rozprawe habilitacyjna. Monografia sklada sie z czterech rozdzialéw, ktére zawieraja
najwazniejsze wyniki moich badan naukowych przedstawione w szerszym kontekscie wspot-
czesnych problemoéw klasyfikacji, jakosciowej 1 ilosciowej oceny korelacji klasycznych i kwan-
towych oraz ich roli w informatyce kwantowej.

Wsréd przejawdw korelacji kwantowych na pierwszy plan wysuwa sie splatanie [2], jako
pewna szczegllna wlasnoéé standéw kwantowych ukladéw zlozonych. Dla standéw czystych
uktadu dwoch czastek |¥) oznacza ono brak faktoryzacji wektora stanu ukladu zlozonego
na wektory podukladéw i w konsekwencji oznacza koniecznos¢ charakteryzacji stanu jako
kombinacji liniowej stanéw produktowych, tj.

1) =D ikl 65) ® [v)
I
w ktorej wspoétezynniki cj, nie faktoryzuja sie. Dla stanéw mieszanych sytuacja staje sig
subtelniejsza i o tym czy sa one splatane, czy nie (brak splatania = separowalnos¢) decyduje
w duzej mierze sposéb ich powstania. Stan mieszany pap jest separowalny, jedli powstal z
dwdch rodzin stanéw {pi}, {pP} przygotowanych w odlegtych laboratoriach A oraz B jako
wynik tylko lokalnych operacji i klasycznej komunikacji (np. przekazanie rozktadu prawdopo-
dobienstwa {py}) pomiedzy A i B, tj.

pas = prpi @ pE . (1)
k
i pozostal niezaburzony przez wplyw otoczenia.
W [1, Rozdz. 3] formuluje najwazniejsze problemy zwiazane z badaniem splatania:

(1) Jak wykrywaé splatanie, tzn. jak odréznié, ktéry stan uktadu zlozonego jest splatany, a
ktéry separowalny? Znana jest odpowiedZ na to pytanie w przypadku stanéw czystych,
ale dla stanéw mieszanych proste rozwiazanie tego problemu mozliwe jest tylko dla nisko
wymiarowych ukladéw zlozonych opisywanych w przestrzeniach Hilberta Hap = C? ®
C? lub Hap = C% ® C?. Dla stanéw o spinie wickszym niz 1/2 musimy opieraé sie na
algorytmach numerycznych. Trzeba takze rozwija¢ metody, ktére wykryja splatanie stanu
doswiadczalnie, przy uzyciu dostepnych metod pomiarowych.



(2) Jak mierzy¢ splatanie? Metoda wykorzystujaca entropie von Neumanna stanu daje prosta
odpowiedz dla stanéw czystych, ale uogélnienia tej miary splatania na stany mieszane sg
w praktyce trudne do obliczenia. Dlatego rozwijane sa metody szacowania miar splatania.

(3) Jak chronié¢ splatanie? Okazalo sig, ze splatanie jest bardzo nietrwale, gdy stan ukladu
podlega nawet stabemu oddziatywaniu z otoczeniem. Podczas gdy koherencja zanika eks-
ponencjalnie w czasie, splatanie potrafi zaniknaé zupelnie w skonczonym czasie. Dlatego
opracowuje sie metody aktywacji i destylacji splatania.

Splatanie jest tylko jednym z przejawéw wystepowania nieklasycznych korelacji pomiedzy

stanami lub ogdlniej ukladami. Te nieklasyczne korelacje stanowig pewien zasob uktadu,

ktory moze byé wykorzystany w szeregu teorio-informacyjnych zastosowan (tak jak ener-
gia kinetyczna ukladu moze byé wykorzystana do wykonania uzytecznej pracy) takich jak
teleportacja, kodowanie, szyfrowanie i inne protokoty kwantowe.

Roéznorodnoéé przejawéw korelacji w stanach mieszanych uktadéw ztozonych w zasadzie
nikogo nie dziwi, ale do niedawna panowalo przekonanie, ze w stanach separowalnych (1)
moga wystepowaé tylko korelacje klasyczne. Tymeczasem stany {pi} i/lub {pP} nie musza
by¢ rodzinami komutujacych macierzy gestosci, a w konsekwencji, moga wnosi¢ pewien rodzaj
korelacji do p4p wynikajacy z ich niewspélmierzalnosci. W tym kontekscie tylko stany

Pec = szk|ez><€z‘ ® ’fk><fk| ) (2)

ik

gdzie {|e;)} oraz | fi) sa ortonormalnymi bazami w obu podukladach, rzeczywiscie nie zawie-
rajg korelacji nieklasycznych. Stany takie nazywa sie klasycznymi, bowiem sa one catkowicie
scharakteryzowane przez klasyczny laczny rozklad prawdopodobienistwa {p;x}.

W odréznieniu od stanéw klasycznych, stany kwantowo-klasyczne i klasyczno-kwantowe
postaci

Poe = D Pipie @ i) fel s peg =Y ailes)(eil @ pf . 3)
k i

moga, przy niekomutujacych zbiorach macierzy {ps} lub {pP}, wykazywaé nieklasyczne ko-
relacje.

Wszystkie wymienione powyzej rodziny stanéw sa separowalne, zatem zadna miara splata-
nia nie jest w stanie sklasyfikowa¢ ich kwantowych korelacji. Potwierdza to wczesniejsza obser-
wacje, ze splatanie stanowi tylko pewien aspekt nieklasycznych korelacji stanéw kwantowych.
Miary korelacji, ktére wprowadza sie do ich rozréznienia, sg réoznymi odmianami kwantowego
dyskordu i jego geometrycznego odpowiednika. WielkoSciom tym poswiecono przegladowy
artykut [3], a takze [1, Rozdz. 2.5 oraz Rozdz. 4].

Wielkoéci te, oprécz roli klasyfikujacej korelacje stanéw, maja réwniez fizyczng interpre-
tacje w ramach termodynamiki uktadéw mikroskopowych, deficytu kwantowej informacji i
nieodwracalnodci splatania, protokoléw kwantowych oraz zupelnie dodatniej dynamiki ukta-
déw otwartych (por. przegladowy artykut [4]).

Tymczasem teorio-informacyjny punkt widzenia zaowocowal dwoma niezaleznymi defini-
cjami kwantowego dyskordu opartymi o nastepujace obserwacje:

(1) dwie wielkosci entropowe okreslone na gruncie klasycznym jako:
Iap=5S(A)+5(B) - 5S(A,B),  Jap=5(A) - S(A|B), (4)

gdzie S(X) jest entropia Shannona podukladu X, a S(A|B) jest entropia warunkowa,
sa tozsamosciowo rowne. Tymczasem nie muszg mieé tej wlasnoséci po ich uogdélnieniu
na grunt kwantowy! Uogolnienie to polega na zastgpieniu entropii Shannona .S entropia
von Neumanna H w wyrazeniu na [4p oraz na interpretacji entropii warunkowej jako



wielkosci Holewo zwiazanej z optymalnym kwantowym pomiarem w wyrazeniu na Jap,
ktére w zwiazku z tym zostaje zastapione przez'

Jap — Cap =sup (H(A) - H(A|{TIP})).
1B
Biorac pod uwage, ze I4p jest interpretowane jako miara wszystkich korelacji w danym
stanie ukladu (klasycznego lub kwantowego), niezerowa réznica I4p — Cap wskazuje na
istnienie korelacji kwantowych,

(2) bardzo uzyteczna bylaby klasyfikacja wszystkich korelacji zawartych w entropii wzajem-
nej Iap na te klasyczne i kwantowe. Wielkos¢

Dap:=1a—Cas, (5)

nazwana kwantowym dyskordem, bytaby dobrym kandydatem na miare korelacji kwanto-
wych.

Splatanie, kwantowy dyskord i inne przejawy korelacji nieklasycznych sa nadal intensywnie

badane teoretycznie, jak i do$wiadczalnie. Monografia [1] zawiera oméwienie wielu aspektéw

tych badan, jednak jej o$ stanowia oryginalne rezultaty autora opublikowane w pracach na-

ukowych. We Wstepie do [1] przedstawilem motywacje, ktére mna kierowaly przy powstawa-

niu tego opracowania oraz oméwilem zakres tematyczny, ktéry zostal w nim przedstawiony. W

tym miejscu zwrdce tylko uwage na to, ze moje badania w tej dziedzinie dotyczyly szczegdlnie

kilku nastepujacych zagadnien:

(1) Wykrywanie splatania stanéw cyklicznych: przedstawione w [1, Rozdz. 3.3.4], w oparciu
o [7].

(2) Wyznaczanie lokalnego zakresu numerycznego dla operatoréw cyklicznych: oméwione w
[1, Rozdz. 1.6], a takze [8, 9.

(3) Badanie wlasnosci stanéw SPPT: przedstawione w [1, Rozdz. 3.3.3] w oparciu o [5, 6].

(4) Szacowanie zgodnosci z wykorzystaniem $wiadkéw splatania:
dyskutowane w [1, Rozdz. 3.5], a takze w [11, 12].

(5) Badanie wlasnosci kwantowego g-dyskordu opartego na entropii Tsallisa: oméwione w [1,
Rozdz. 4.4] w oparciu o [13, 14, 15].

! Mozna bowiem rozwazaé sytuacje, w ktérej informacja o stanie ukladu zlozonego czerpana jest z po-
miaru pewnych obserwabli na jednym z poduktadéw (np. B). Niech kwantowy pomiar na poduktadzie B
bedzie okreslony przez rodzine l-wymiarowych ortogonalnych projektoréow {HkB }. W jego wyniku otrzymuje
sie zredukowany stan poduktadu A w postaci rodziny (ansamblu) {px, pf}, gdzie

1
pi = o trel(1e® 7 )pas (1@ 1)1,

oraz pi, = tr[(1®TI7)pap] jest prawdopodobieristwem zmierzenia stanu p. Mozna teraz wykorzystaé wielkos¢
Holewo
A A
XUpes o 1) = peH (o)
k

okreglong przez ansambl {ps, pi }, do wyznaczenia kwantowego odpowiednika entropii warunkowej H (A|{T1®}),
tym razem warunkowanej pomiarem. Korelacje (klasyczne) uzyskane ta droga sa, po optymalizacji po wszyst-
kich pomiarach, postaci:

Cap = sup Chiy = sup (H(A) ~ HAWI®Y) ) = H(A) = sup > p ().
1B &

B nB

Wielko$¢ C4p powinna zatem zastapi¢ Jap w wyrazeniu (4).



Zagadnienia te zostang szerzej omowione w dalszej czedci autoreferatu. Oprocz tej tematyki
monografia zawiera oméwienie

— wrozdziale 1 — elementéw formalizmu matematycznego uzywanego w monografii ze szcze-
gblnym uwzglednieniem roli entropii i odwzorowan dodatnich,

— w rozdziale 2 — klasyfikacji korelacji nieklasycznych i ich miar,

— w rozdziale 3 — kwantowego splatania stanéw, sposobéw jego wykrywania i iloéciowej
oceny, przy uzyciu miar lub ich oszacowan,

— w rozdziale 4 — kwantowego dyskordu i metod jego wyznaczania.

Wedlug mojej wiedzy nie ma w literaturze podobnego opracowania, ktére staraloby sie po-
taczyé¢ rézne aspekty korelacji nieklasycznych i charakteryzowac¢ je w jednolitych ramach.

5.1. Wykrywanie splatania stanéw cyklicznych

Stany cykliczne zwiazane sg ze szczegdlnym rozkladem przestrzeni Hilberta uktadu zlo-
Zonego C?® C? na sume prosta podprzestrzeni X postaci

d
Cloct = P (6)
k=1
gdzie X, = (1® §%)%1, S|e;) = |esr1) mod d, {|e1),...,|eq)} jest ustalona baza w C? oraz

¥ =span{|e1) ® |e1),|e2) ® |e2),|es) @ |es)} (por. [1, s. 118]).
W badanym przeze mnie przypadku stanéw 3 ® 3 rozktad (6) ma postaé

CeC=X0%%;
gdzie

Y1 = span{ler) ® |e1),|e2) ® |e2),]e3) @ |es)},
Yo = span{ler) ® |ez),[e2) ®|es),[e3) ®|er)} = (1@ S)Xy,
Y3 = span{le1) ® |e3), |e2) @ |e1),le3) ® |e2)} = (1® 5?5y,

sa trzema ortogonalnymi podprzestrzeniami C* @ C3. Wéwczas cykliczny stan 3®3 konstruuje
sie jako sume trzech dodatnio pétokreslonych operatoréow

3
o= alli)kl@|i+k)(j+k|, k=123,
i,j=1

zdefiniowanych odpowiednio na podprzestrzeniach Y1, Yo, Y3, gdzie macierze Ak) = [a(k)

; ],
ij
k=1,2,3, sa dodatnio pdétokreslone. Stan cykliczny 3 ® 3 ma zatem postaé

—1( + 02 + 03)
Q—NQl 02 T03),

gdzie N = tr(A® + A® 4+ AG)) i jest charakteryzowany przy trzy dodatnio pélokreslone
macierze AN, A@) AG)

Nasuwaja sie¢ pytania dotyczace separowalnosci i splatania stanéw cyklicznych. Problemu
tego nie udato sie do tej pory rozwiazaé¢ w ogblnoéci, ale pewne obserwacje poczynitem w pracy
[7], a takze w [1, Rozdz. 3.3.4]. Badane przeze mnie stany to podklasa stanéw cyklicznych
3 ® 3 odpowiadajacych wyborowi nastepujacych macierzy A%):

a1 a2 a3 dip - . diz -
AW = lag az ass|, AP =] dyy - |, AP = dy
asy azz as3 . - d31 . - d32



Rozwazmy rodzine stanéw o(A, <), dla ktérych A =AM >0, 0 < £ # 1 oraz

1 )
diit1 = €laiita|, dijq2 = g|ai,i+2| , 1=1,2,3.

Badania numeryczne, jakie prowadzilem w oparciu o uogdlnione kryterium reorganizacji
(por. [1, s. 82])2, wskazuja na zwiazek dominacji diagonali macierzy A z problemem separo-
walnoéci tych stanéw.? Niestety, nie udato sie dowiesé (ale i obali¢) nastepujacej hipotezy:

HIPOTEZA 1:

(1) Jesli macierz A ma $ci$le dominujaca diagonale i 0 < € # 1, to stany o(A, ) sa separo-
walne.

(2) Jesli dodatnio pétokreslona macierz A ma maksymalnie ztamana dominacje diagonali i
0 < e # 1, to stany p(A,€) sa splatane.

Ciekawa podklase rodziny o(A,e) stanowia stany z A = 1, gdzie

]_:

—_ =
—_ = =

1

Ly,

1

ktore charakteryzuje cykliczna struktura gtéwnej diagonali z elementami

{(1,6,e7Y),(e71,¢), (g, 1)} (7)

Jak pokazano w pracy [7] oraz [1, s. 120] stany o(1, ¢) sa splatane w calym zakresie 0 < € # 1,
co pozostaje w pelnej zgodnosci z hipoteza 1, poniewaz 1 ma maksymalnie ztamang dominacje
diagonali.

5.2. Wyznaczanie lokalnego zakresu numerycznego operatoréw

Elegancka metoda wykrywania splatania stanu dwuczastkowego p dzialajacego na prze-
strzeni Hilberta H = H 4 ® Hp polega na znalezieniu dla niego swiadka splgtania, tzn. samo-
sprzezonego operatora W, nieujemnego na stanach produktowych, tj.

(V@ (o|W]g)@[¢) >0, |¢)eHa, [¢P)eHp, (8)

ktory wykrywalby p, tzn. tr(pW) < 0. Istnieja rézne metody konstrukeji §wiadkéw (por. [1,
Rozdz. 3.2.8]). Jedna z nich oparta jest na prostej obserwacji, ze dla kazdego swiadka splatania
W istnieje liczba A > 0 oraz dodatnio okreslony operator P, taki ze

W=X-P.

2 Uogodlnione kryterium reorganizacji (ang. generalised realignment criterion) mozna sformutowaé w na-
stepujacy sposob: Jedli stan uktadu kwantowego pap jest separowalny, to dla kazdego u € [—1, 1] wielkosé

zulpas] == R(pap +upa @ pp)l1 — /(L +utrp?)(1+utrpy) < 0,
gdzie R jest przeksztalceniem reorganizacji (elementéw macierzowych stanu uktadu ztozonego), a | - |1 jest
normay sladowa macierzy. W konsekwencji, jesli warunek powyzszy nie jest spelniony, to stan pap jest splatany.
3 Macierz X = [x;;] wymiaru d x d nazywa sie:
— macierzq z dominujgcg diagonalg, jesi Vi=1,...,d a; > Z laijl,
J,J#i
— macierzq ze $ciSle dominujgcq diagonalg, jesli Vi=1,...,d ai > Z laij],
JrJ#i
— macierzqg z maksymalnie ztamang dominacjg diagonali, jedli Vi=1,...,d ai < Z lasj].

J,j#i



Liczba A zwiazana jest z tzw. lokalnym zakresem numerycznym operatora P (LNR(P)). Przez
pojecie to rozumiemy (por. [1, Rozdz. 1.6]) przedzial LNR(P) = [amin, Gmax] (zawarty w jego
widmie), do ktérego naleza wartoéci P na stanach produktowych, tzn.

LNR(P) = {(y| @ (z[P|z) ®@ |y) : |2| = [y| = 1, |x) € Ha, |y) € Hp}. (9)
Wowczas warunek (8)

0< (W@ (¢[W]e) @ |9) == (Y[@(o|Plo) ®[¢)

pociaga za soba
A> sup {(¢| @ (¢|P[¢) @ [¢)} = amax -

[$]=1
[pl=1

Zatem umiejetno$¢ wyznaczania lokalnych zakreséw numerycznych LNR(P) operatoréw do-
datnich pozwalataby na konstrukcje Swiadkow splatania. Wybor operatora P wskazywalby na
stany wykrywane przez $wiadka. W ogdlnosci, lokalny zakres numeryczny operatora mozna
wyznaczaé¢ numerycznie uzywajac np. metody samouzgodnienia (por. [1, Rozdz. 1.6.1]).

Jednakze motywowany checia analitycznego rozwiazania tego problemu przynajmniej dla
pewnej klasy operatoréw, badalem LNR dla operatoréw cyklicznych dzialajacych na C? @ C?
[1, Rozdz. 1.6.2]. Podobnie jak omawiane juz stany cykliczne, operatory cykliczne zwiazane
sa z rozkladem przestrzeni Hilberta

d
C’eC'=Pk (10)
k=1

na parami ortogonalne, dwuwymiarowe podprzestrzenie

S = spanf{ler) @[ /1), ]e2) ® |f)

Sy = span{ler) ® | fa),]e2) @ |f3)

Sa = span{ler) @ [fa),le2) @ | f1) },

gdzie {|e;) @ | fi)}, i =1,2, k=1,...,d jest bazg w H = C? ® C%. Samosprzezony operator
O nazywa sie operatorem cyklicznym wzgledem cyklicznego rozktadu (10), jesli

0=0:19...40y4, (11)

gdzie kazdy operator O dziala na podprzestrzeni ¥ i moze by¢ reprezentowany w bazie
(k)

{lei) @[ fk)} przez zespolona macierz [a;;’] wymiaru 2 x 2 jako

2
O = > allei)ej| @ | forr) fienl (12)

ij=1
gdzie dodawanie indekséw jest mod d.
Najwazniejsze wyniki tych badan mozna podsumowaé nastepujaco:

(1) w przypadku operatora cyklicznego dzialajacego na C? ® C% mozna zawsze dokonaé ta-
kiego wyboru ortonormalnej bazy produktowej, aby elementy macierzowe tego operatora
w tej bazie byly rzeczywiste oraz ekstrema funkcji

fo(lz),ly)) = (x| © (y|O|z) @ |y)



okreslajace LNR(Q) byly osiagane na wektorach o rzeczywistych wspéirzednych [1, Tw. 1.2].
Pozwala to efektywnie ograniczyé problem optymalizacji z przestrzeni C2@C¢ do RZ@R?.
Aczkolwiek, problem ten, poniewaz sprowadza si¢ do szukania rozwigzan uktadu d + 2
réwnan wielomianowych, nie ma w ogélnosci analitycznego rozwiazania przy d > 2,

(2) w przypadku d = 2 podano analityczna postaé rozwiazania opisujacego LNR(O) |1,
Rozdz. 1.6.3] oraz [8].

5.3. Badanie wlasnosci stanéw SPPT

Szczegblng klase tworza stany, ktére po operacji cze$ciowej transpozycji, tzn. transpozycji
tylko w jednym z podukladéw, nadal majg nieujemne widmo. Stany takie okresla sie jako
PPT (ang. positive partial transposed states). W ukladach d4 ® dp wszystkie stany PPT sa
separowalne, o ile dadp < 6. W wyzszych wymiarach wéréd stanéw PPT sg takze stany spla-
tane, ale bardzo stabo, a wykrycie (i zmierzenie) tego splatania jest szczegdlnie trudne z uwagi
na nieskutecznos¢ podstawowego kryterium splatania opartego wtasnie o badanie czesciowej
transpozycji (por. [1, Rozdz. 3.1.4], a takze [1, Rozdz. 3.3.2]). Dlatego, z teoretycznego punktu
widzenia, niezwykle istotne jest podanie prostej metody generowania stanéw PPT i badanie
ich splatania, a takze wskazanie rodzin stanéw PPT, ktére pozostawalyby separowalne dla
dowolnego wymiaru przestrzeni Hilberta. Takie badania i konstrukcje przeprowadziliSmy w
[5, 6] wprowadzajac stany SPPT (ang. Strong PPT) oraz SSPPT (ang. Super Strong PPT).

Konstrukcja stanéw SPPT uktadu ds ® dp przebiega nastepujaco:

(1) Ustalmy baze {|e1),...,|eq, )} W przestrzeni C%4.

(2) Wybierzmy macierze X; oraz Si;,1 < j, 4,5 =1,...,da, wymiaru dg x dp i skonstruujmy
blokowa macierz

Xq | S12X1 | S13 Xy | - S1a,X1
0 Xo | S3Xo| - S2d., X2
X = : : - : :
0 0 0 Xay—1 | Sda—1,dxXds—1
0 0 0 0 X,,

(3) Unormowang macierz + XX = pap, gdzie N = tr(X1)+...+tr(X4,) nazywamy stanem
SPPT, jesli istnieje blokowa macierz

[ X, | Slxy | Shaxy |- St X1 ]
0| Xo [Shxy| - S3q, X2
Y= : R : : ,
0| o0 0 | Xao1|Sh, 1.4, Xau
L0 0 0 0 X, |

taka ze pz;j‘g = %YTY.

(4) W takim przypadku méwimy, ze stan psp ukladu d4 ® dp ma reprezentacje SPPT (z
punktu widzenia ukltadu B) z macierzami X; oraz Sj;.

Podobna konstrukcje mozna przeprowadzi¢ dla stanu SPPT z punktu widzenia ukiadu A.
Oczywiscie sama metoda konstrukeji gwarantuje, ze otrzymane stany sa PPT.



Warunek pﬁj‘g = %YTY pociaga za sobg nastepujace warunki zgodnosci, ktére musza

zachodzi¢ pomiedzy X; oraz S;;:

j—1 j—1
XIS SkiXe = Y X[ Sk SE Xk dla j=2,....da, (13)
k=1 k=1
i—1 i—1
SoXISESkXe = Y X[SuShXy dla 2<i<j=3,....da, (14)
k=1 k=1

W szczegdlnosei (13) i (14) sa spelnione, jesli dla kazdego k < i < j
SkiSt; = SE:Ski - (15)

Stany posiadajace reprezentacje SPPT z rodzina macierzy {S;;} speliajaca warunki (15)
nazywa sie stanami SSPPT (ang. Super Strong PPT) uktadu d4 ® dp.

Szereg wilasnosci tych stanéw dotyczacych probleméw splatania i separowalnoéci, mozli-
wosci reprezentowania dowolnego stanu uktadu ztozonego jako stanu SPPT, zwiazku standéw
SSPPT ze stanami o zerowym dyskordzie, zostalo przebadanych w pracach [5, 6] i szczegé-
lowo przedstawionych w [1, Rozdz. 3.3.3]. Zagadnienie separowalnosci stanéw SPPT mozna
podsumowaé nastepujaco:

(1) Stany SSPPT w ukladzie d4®dp sa separowalne [1, Tw. 3.22]. Zatem mozliwo$¢ reprezen-
tacji stanu SPPT przy uzyciu rodziny normalnych macierzy {S;;} spelniajacych warunki
(13) i (14) wystarcza, by zapisaé ten stan jako kombinacje wypukla stanéw produktowych
podukladéw. Co wiecej, rozklad ten w pewnych sytuacjach jest jedyny [1, Tw. 3.23].

(2) Jedli d < 4, to stany SPPT w uktadzie 2 ® d sa separowalne [1, Tw. 3.24]. Dla d > 5
mozna podaé przyklady stanéw splatanych!

Odrebnym problemem jest odpowiedZ na pytanie, czy dany stan pap ukladu zlozonego

da ® dp moze by¢ reprezentowany jako stan SPPT, tzn. czy ma odpowiednie reprezentacje

wykorzystujace X 1 Y? W przypadku ukladéw 2 ® d, badanych w [1, Rozdz. 3.3.3], nalezy

wskaza¢ dla danego stanu macierze X1, X5 oraz S spelniajace warunek

xjstsx, = xisstx, (16)

lub co najmniej zagwarantowaé ich istnienie. Nastepujace dwa proste przypadki spetniaja ten

warunek:

(1) Jesli S jest samosprzezona, to warunek (16) jest oczywiscie spelniony, co wiecej, stan jest
woéwcezas PPT-niezmienniczy, tzn. X =Y i w konsekwencji pap = pi’j‘g.

(2) Jesli macierz X7 ma maksymalny rzad (réwny d), to warunek (16) jest spelniony wtedy
i tylko wtedy, gdy macierz S jest normalna, tzn. [S,St] = 0. Dla ukladéw 2 ® d kazdy
stan o rzedzie co najmniej d moze by¢ zapisany w kanonicznej postaci z wykorzystaniem
normalnej macierzy S jako

1 S
= ) 1
o= |grtsis (17
Oczywiscie, sa to stany SPPT, dla ktérych X; = 1 oraz X, = 0.

W obu przypadkach, tak skonstruowane stany SPPT sg separowalne, jako stany uktadu 2®d
o rzedzie co najmniej d. Uogélnieniem reprezentacji (17) jest sytuacja, gdy stan

P11 | P12
_ ’ 18
pAB [ P21 | P22 ] ( )



nie ma w danej bazie postaci kanonicznej, ale blok p;; ma maksymalny rzad. Wéwczas re-
prezentacje SPPT takiego stanu mozna znalezé wtedy i tylko wtedy gdy [1, Tw. 3.19]

Pizﬂilpw = P12P1711P§2 . (19)

Gdy rank(p11) = r < d sytuacja sie komplikuje, ale nadal mozliwe jest reprezentowanie
takiego stanu w postaci SPPT, o ile spelniony jest warunek [1, Tw. 3.20]

811811 + 851821 = 811811 + 812812 ) (20)

gdzie s;;, sa blokami macierzy S, takimi ze wymiar s11 jest r X r,

Co ciekawe okazalo sie, ze stany klasyczno-kwantowe i kwantowo-klasyczne (3) w ukladach
2®d (ale juz nie 3®d) moga by¢ reprezentowane w postaci SSPPT. Po raz pierwszy zwrécono
na to uwage w [10], a p6zniej, w nieco innej formie, przedstawitem ten fakt w [1, Tw. 3.21].

5.4. Szacowanie zgodno$ci z wykorzystaniem $§wiadkéw splgtania

W przypadku wielu miar splatania potrafimy je tatwo obliczyé¢ dla stanéw czystych i
niewielkiej rodziny stanéw o wysokiej symetrii (stany Wernera, izotropowe, ortogonalnie nie-
zmiennicze). Dlatego kluczowe jest szukanie obliczalnych oszacowan miar splatania i badanie
ich wzajemnych zaleznosci.

Wéréd miar splatania podstawowe znaczenie ma entropia splatania jako jedna z naj-
bardziej naturalnych wielkosci teorio-informacyjnych. W przypadku ukladéw 2 ® 2 do jej
wyznaczenia potrzebna jest zgodno$é (ang. concurrence), ktéra jest jedna z wielu wielkosci
uzywanych do oceny stopnia splatana stanéw, nie jest jednak miara splatania w Scistym zna-
czeniu (nie redukuje si¢ do entropii splatania dla stanéw czystych). Nalezy jednak pamigtac,
ze inne miary splatania pozwalaja czesto ocenié¢ iloSciowo inne aspekty splatania, zwigzane z
inng strategia jego wykorzystania.

Niech |1 4p) bedzie stanem czystym w ukladzie d ® d. Zgodno$é stanu czystego definiuje

sie jako
C(lap)) = /2(1 - trp%).

Rozszerzenie na stany mieszane przeprowadza sie w oparciu o konstrukcje otoczki wypuklej
(por. np. [1, Def. 3.15)):

Clp) =coClp) = il {3 puCllwn)) = p =3 prltow) (Yl } - (21)
{pk 7| wk >} k k
Prosty rachunek pokazuje, ze zgodnos¢ dla stanu czystego jest nastepujaca funkcja jego wspot-

czynnikéow Schmidta:
Cl|vaB)) =2 > pip; - (22)
1<J

Zgodno$¢ dla stanéw mieszanych dwéch kubitéow (d = 2) wyznaczyl Wooters w nastepujacej

postaci:
C(p) = max{0, VA1 — vz — vAg — VAr}, (23)

gdzie A\ sg wartosciami osobliwymi niehermitowskiej macierzy pp uporzadkowanymi niero-
snaco, gdzie p = (o, ® 0y)p*(0y ® 0y) jest macierza odpowiadajaca transformacji odwrécenia
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spinu. Wzor (23) nie przenosi sie na wyzsze wymiary d > 2, ale podobnego typu wyrazenie
mozna uzyskaé jako dolne ograniczenie zgodnosci. W [1, Rozdz. 3.5.1] okreslitem tego typu
oszacowania zgodnoéci jako algebraiczne, ale warto takze wspomnieé¢ o innych sposobach sza-
cowania z wykorzystaniem norm ($ladowej, tzw. cross norm, i innych) (por. [1, Rozdz. 3.5.2]),
swiadkéw splatania i odwzorowan dodatnich. Zwlaszcza ostatnie dwie metody byly przeze
mnie analizowane w [11, 12] oraz w [1, Rozdz. 3.5.3 oraz Rozdz. 3.5.4].

Mozliwo$é oszacowania zgodnoéci z uzyciem $wiadkéw splatania opiera sie na nastepujacej
obserwacji [1, Tw. 3.29]: niech f[p] bedzie wypuklym funkcjonalem na zbiorze stanéw uktadu
ztozonego d ® d spelniajacym warunek

Fllo)Wl < 2 ik (24)

k<l

dla dowolnego stanu czystego o wspotczynnikach Schmidta /. Wéwezas zgodnosé

Clp) > max{0, f[p]} .

2
d(d—1)
Funkcjonal f mozna wybraé jako

flp] = —tx(pW),

gdzie W jest swiadkiem splatania stanu p. Wowczas, o ile spelniony bedzie warunek (24), tzn.

—(W|Wlp) <2)_Viwk (25)

k<l

to $wiadek W wykrywajacy splatanie p wprowadza nastepujace oszacowanie zgodnos$ci:

Clp) > ./d(dz_l) (W) (26)

Wydaje sig, ze warunek (25) wyr6znia pewna klase Swiadkéw spelniajacych go, ale w rzeczy-
wistosci kazdy Swiadek po odpowiednim przeskalowaniu, moze go spelnié, a tym samym moze
by¢ uzyty do oszacowania zgodnosci [11, 12]. Rzeczywiscie, jesli W jest $wiadkiem splatania
p, to takze o'W przy a > 0 jest $wiadkiem — $wiadek jest okreélony z dokladnoscia
do przeskalowania o dodatnig stala. Zauwazmy ponadto, ze dla stanu czystego o rozktadzie
Schmidta

d
) = Vilag) ® | by) (27)
k=1
warto$¢ sredniag W w tym stanie mozna zapisaé jako

(WIWle) = VimmAy" (@),
k,l

gdzie macierz AM) (1)) ma elementy okreslone jako

A" () = Re{ar| @ (e[ W]ar) @ br) (28)
W szczegdblnosci elementy diagonalne A,(J;V) = (ap,|® (be|W|az)®|by ) sa wartosciami srednimi

W na stanach separowalnych, dlatego

A (W) = 0. (29)
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W nowej notacji warunek (25) jest réwnowazny nastepujacemu:
w
> Viem(AR @) +1) > 1. (30)
k,l

Wprowadzmy wielkosé
~A(W) := min min A" 31
(W) = minmin Ay, (), (31)
ktéra daje nowa charakterystyke $wiadka w jezyku elementéw macierzowych wielkosci A(W) ().
Z praktycznego punktu widzenia wielkosci (28), dla ustalonego swiadka W, sa wielomianami
(k) (

w zmiennych (x,y) = ($j ,ysl)) stanowigcych wspétrzedne wektoréw w rozkladzie Schmid-

ta, tj. |ag) = [xgk), . ,x&k)], |b) = [ y), . ,yg)]. W tym kontekscie —A(W) jest minimalna
wartoscig przyjmowang przez cala rodzine wielomianéw utworzonych z pozadiagonalnych ele-
(W)

mentéw wielkodci (28). Gdyby miny, ming Ay’ (¥) > 0, to W nie mégltby wykrywaé zadnego
stanu splatanego, zatem poszukiwane minimum jest ujemne, a w konsekwencji A(W) > 0.
Dlatego dla kazdego éwiadka W wykrywajacego stan p, przeskalowany $wiadek W, = a~'W
spelnia warunek (30), o ile @ > A(W). Tym samym W, moze postuzy¢ do nastepujacego
oszacowania zgodnosci:

Clp) > | tr(pWa)l - (32)

2
d(d—1)

Procedure szacowania zgodnosci stanu p wykrywanego przez $wiadka W mozna zatem
podsumowa¢é na nastepujacym diagramie:

w Do B0 By Wy O )

gdzie kolejne kroki oznaczaja

(1) wyznaczenie Kk = ming AS;V). Jedli k > 0, to nalezy skonstruowaé przesunietego swiadka

W'=W — k1,

(2) wyznaczenie rodziny wielomianéw {W;;(x,y)} odpowiadajacych pozadiagonalnym ele-
mentom AW (1)),

(3) wyznaczenie wspélnego ograniczenia dolnego A(W') rodziny wielomianéw {W;;(x,y)},

(4) wyznaczenie przeskalowanego $wiadka Wy = A=W’

(5) oszacowanie zgodno$ci.

Oszacowania przy uzyciu swiadkéw splatania majg dwie zalety w porownaniu z tymi, ktore

mozna otrzymac innymi metodami,

(1) jesli znamy $wiadka splatania danego stanu, to analityczne obliczenie oszacowania zgod-
nosci jest o wiele prostsze niz innymi metodami opartymi np. o ekstremalizacje, chociaz
wielko$é A\(WW') czesto musi by¢ wyznaczana numerycznie,

(2) w zasadzie, oszacowanie przy uzyciu Swiadka jest mierzalne bezposrednio w do$wiadcze-
niu, jako wartos¢ srednia samosprzezonego operatora w stanie kwantowym.

Idac krok dalej, oszacowania zgodnosci jakie dajg Swiadkowie splatania mozna przenie$¢ na
oszacowania wprowadzane bezposrednio przez odwzorowania dodatnie (por. [1, Rozdz. 3.5.4]).4
Odwzorowania dodatnie, ktére nie sa zupelnie dodatnie (n-CP), pelnia wazna funkcje przy

4 Przypomnijmy, ze odwzorowanie ® : My — My, gdzie M, oznacza zbiér macierzy d x d, nazywamy
— dodatnim, jesli zachowuje hermitowskos¢ i dodatnig pétokreslonosé macierzy,

— k-dodatnim, jesli wzmocnienie odwzorowania, tj. lx @ ® : My ® Mg — M, ® My jest dodatnie,
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detekcji splatania (por. [1, Rozdz. 3.2.7]) oraz przy konstrukcji $wiadkéw splatania w oparciu
o izomorfizmowi Choi-Jamiotkowskiego J : ® — Wg okreslony jako

d

Wo =J(®):= > i){jl @ 2(li){j]),

1,j=1

gdzie {|i)} jest baza zero-jedynkowa w C%.5 Zalézmy, ze bazy Schmidta (27) {|ax)}, {|bx)}
wektora |1¢) maja wspdlrzedne

lag) = [\, alP) ) =)

Wowczas dla k # | wielkoéci A,(:lp) (1), analogiczne do (28), ale odpowiadajace odwzorowaniu
®, sa postaci

A (i), b)) = ZRe[m|z'><j|al><bk|<1><|z'><j|>|bl>}
= ZZRe[@;fqz CRUSCE

i,j Pq
gdzie )
Oy = (pl@(2) (5 D]a) - (33)

Oszacowanie zgodno$ci, wynikajace bezposrednio z (32), przyjmuje postaé

2

a7 M@ (el @A), (34)

Clp) >
gdzie

“A(@) = min min A (|ax), b))
lag),|b1) k

Niestety, w wiekszosci przypadkéw wielkosé A(®) musi byé wyznaczana numerycznie z uwagi
na zbyt duza liczbe zmiennych i wielomianowy charakter wiezéw.

5.5. Badanie wlasnoéci kwantowego dyskordu opartego o entropie Tsallisa

Formalnie definicja kwantowego dyskordu (5) moze zostaé rozszerzona dzieki wykorzy-
staniu do obliczen klasycznych oraz catkowitych korelacji uogélnionych funkcji entropowych
(omawianych np. w [1, Rozdz. 1.4]), w szczeg6lnosci entropii Tsallisa

q
1—trpyx
q—1
— zupelnie dodatnim (CP), jesli odwzorowanie 1y @ ® : My ® Mg — My, ® My jest dodatnie dla k < d,

T,(X) = . ¢>0, g#1, X=AB,AB (35)

— rozkladalnym, jesli istnieja zupelnie dodatnie odwzorowania ®; i @, takie ze & = &1 + P20 T'.

5 Izomorfizm J wprowadza 1-1 odpowiedniogé pomiedzy zbiorem przeksztalcenn liniowych {® : My —
Mgy}, a zbiorem $wiadkéw splatania {Ws} o nastepujacych wlasnosciach [1, Rozdz. 1.5.2]

(1) @ jest odwzorowaniem CP wtedy i tylko wtedy, gdy Was jest dodatnio pétokreslone.

2) ® jest odwzorowaniem n-CP, wtedy i tylko wtedy, gdy Wa jest operatorem blokowo dodatnim, ktéry nie
J y 1ty Y, gdy J
jest dodatni, tzn.
(z| @ (yWalz)®@[y) 20, V) |y).
3) @ jest odwzorowaniem rozkladalnym wtedy i tylko wtedy, gdy Wes jest rozkladalne, tzn. W = W1+ wils
2
przy pewnych dodatnio pétokreslonych operatorach Wi, Wa.
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lub Renyi’ego

_ In(tr p%)

Ry(x) = =2

, ¢>0, g#1, X=AB,AB,
gdzie pap, pa, pB 0znaczaja odpowiednio stan uktadu ztozonego AB, redukcje do poduktadu
A oraz redukcje do poduktadu B.

Funkcje te, uogdlniajace entropie von Neumanna®, z powodzeniem wykorzystywane byly
przy detekcji splatania (szerokie oméwienie i podsumowanie tego kierunku badan mozna
znalezé w [1, Rozdz. 3.2.3]) dajac wigksze mozliwosci jego iloSciowego opisu niz entropia von
Neumanna. Majac nadzieje, ze podobna sytuacja ma miejsce takze przy badaniu dyskor-
du, wprowadzitem kwantowy gq-dyskord oparty o entropie Tsallisa [13, 14, 15], a takze [1,
Rozdz. 4.4].

Kwantowy g-dyskord (ze strony podukladu A) definiuje jako (por. (5))

DqAB = IqAB - CqAB s (36)

gdzie

_ T4(B) -~ T4(AB)
1+ (1 —q)Ty(B)

jest wzajemna entropia Tsallisa (odpowiednikiem wzajemnej entropii von Neumanna obej-

mujacej wszystkie korelacje w stanie p4p), a

Tyap = Tq(A) = Tq(A) - Tq(A|B)

Coars = Ty(4) = inf T,(A|{11°})

jest wzajemna entropia Tsallisa warunkowana pomiarem II1Z (odpowiednikiem wzajemnej
entropii von Neumanna warunkowanej pomiarem obejmujacej korelacje klasyczne w stanie
paB). Wielkosé |
q
7,4\ 117y = ZEDLAPE) (37)
>k Pk

jest entropia Tsallisa podukladu A warunkowang pomiarem na podukiadzie B reprezentowa-
nym przez ansambl stanéw po pomiarze {p, pi }. Latwo sprawdzi¢, ze kwantowy g-dyskord
moze by¢ rowniez zapisany jako

Dyap = inf Ty(A{II%}) — T, (A|B) (38)

gdzie pierwszy sktadnik wymaga optymalizacji po pomiarach na podukiadzie B, a drugi
sktadnik jest warunkows entropia T'sallisa badanego stanu niezalezng od pomiaru. Zauwazmy
dwie podstawowe réznice nowo-zdefiniowanej wielkosci w stosunku do zwyktego dyskordu:

(1) w definicji g-dyskordu wykorzystywana jest jednoparametrowa rodzina entropii Tsallisa
(35) indeksowana g > 0. Pozwala to na klasyfikowanie zachowania sie korelacji kwanto-
wych w zaleznosci od wartosci ¢,

(2) relacja (37) wykorzystuje zmodyfikowana procedure usredniania po ansamblu (zmodyfi-
kowana relacje Holewo) (szczegblowa dyskusja w [1, Rozdz. 1.4]).

W [1, Rozdz. 4.4] przeprowadzilem obliczenia g-dyskordu dla dwukubitowych stanéw Werne-
ra i izotropowych pokazujac analitycznie, ze dla tych klas wysoce symetrycznych stanéw jest
on nieujemny i zeruje sie tylko dla stanu maksymalnie zmieszanego, w przeciwienstwie do
innych proponowanych miar opartych o entropie Tsallisa. Nalezy podkreslié, ze ¢-dyskord z

5 Obie funkcje T, oraz R, odtwarzaja entropie von Neumanna H w granicy ¢ — 1.
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uwagi na indeksowanie go cigglym parametrem daje mozliwosé pewnej selekcji cech korelacji
kwantowych z wykorzystaniem tego parametru. Niestety, wartosci g-dyskordu nie zachowuja
sie¢ monotonicznie wzgledem ¢ dla wszystkich stanéw symetrycznych. Poza tym obliczenia
g-dyskordu dla pewnej szczegdlnej rodziny stanéw cyklicznych pokazuja, ze moze on przyj-
mowa¢é wartosci ujemne przy ¢ > 2, co w znaczacy sposOb ogranicza potencjalne jego za-
stosowanie jako miary korelacji kwantowych, nie wyklucza takiej mozliwosci jednak zupetnie.
Obliczenia numeryczne wskazuja, ze g-dyskord pozostaje nieujemny dla szerokiej klasy stanéw
przy 0 < g < 1.

Podsumowujac zakres moich badan w obszarze korelacji kwantowych, ich wykrywania i ilo-
Sciowej charakteryzacji:

(1) badaliSmy szeroka podklase stanéw cyklicznych 3 ® 3. PokazaliSmy, ze cze$é z nich jest
splatana (stany o(1,¢)), co do innych wysuneliémy hipoteze o zwiazku ich separowalnosci
i splatania z pojeciem dominujacej diagonali macierzy,

(2) pokazaliSmy, ze w przypadku operatora cyklicznego dzialajacego na C? ® C? mozna go
zawsze zareprezentowa¢ (w odpowiedniej bazie) przez rzeczywista macierz, co wiecej, w
tej bazie kresy lokalnego zakresu numerycznego (LNR) sa osiagane na wektorach o rze-
czywistych sktadowych. Dla d = 2 kresy te wyznaczyliSmy w analitycznej postaci, tym
samym podajac LNR,

(3) zdefiniowali$émy i przebadaliémy duze klasy stanéw PPT nazwane SPPT i SSPPT, przy
czym

SSPPT c SPPT C PPT.

Pokazali$my, ze stany SSPPT C SEP oraz SPPT(d < 4) C SEP, gdzie SPPT(d < 4)
oznacza zbior stanéw SPPT wymiaru 2 ® d dla d < 4,

(4) podali$émy warunki, przy ktérych dowolny stan ukladu zlozonego 2 ® d ma reprezenta-
cje SPPT (z punktu widzenia jednego z poduktadéw). W szczegdlnosci wykazaliSmy, ze
wszystkie stany klasyczno-kwantowe i kwantowo-klasyczne w ukladzie 2 ® d (ale juz nie
3 ® d) moga by¢ reprezentowane w postaci SSPPT,

(5) wprowadziliémy metode szacowania zgodno$ci w oparciu o $wiadkéw splatania. Poka-
zalidmy, ze kazdy $wiadek wykrywajacy splatanie danego stanu uktadu ztozonego, moze
by¢ po odpowiednim przeskalowaniu uzyty do oszacowania zgodnosci. Optymalna wiel-
ko$¢ tego przeskalowania A\(TW') jest nowym parametrem charakteryzujacym go. Podobna
wielko$é wprowadzilismy dla odwzorowan n-CP (dodatnich ale nie zupelnie dodatnich),

(6) zdefiniowali$my miare korelacji kwantowych, ktéra jest rodzajem kwantowego dyskordu,
ale opartego o entropie Tsallisa (g-dyskord). PokazaliSmy, ze jest ona dobrze okreslona
(nieujemna) dla stanéw dwdch kubitéw o wysokiej symetrii (Wernera i izotropowych). Ob-
liczylismy ja dla klasy stanéw cyklicznych. PrzedyskutowaliSmy i poréwnalisémy g-dyskord
z innymi, podobnymi wielko$ciami,

(7) w napisanej przeze mnie monografii [1] znalazlo sie wiele analiz wielkosci opisujacych
korelacje dla stanéw symetrycznych (Wernera, izotropowych, ortogonalnych) i cyklicz-
nych. Zawarto tam tez dyskusje entropowych wielkos$ci uzywanych do ilosciowego opisu
korelacji, w tym kwantowego dyskordu i wprowadzonego przez autora ¢-dyskordu.

15



6. Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo-badawczych

6.1. Metody algebraiczne rozwigzywania czastkowych réwnan rézniczkowych

Moje wezesniejsze (z okresu przed doktoratem) zainteresowania dotyczyly réwniez tematy-
ki ksztattu linii widmowych, a w szczegélnosci wpltywu na ksztalt linii aparatury pomiarowej
[16, 17]. Okazalo sie, ze profil linii /(w) mozna wyznaczy¢ w oparciu o rozwiagzania pewnych
czastkowych réownan rézniczkowych. Przy dodatkowych zaltozeniach rozwiagzania te mozna
uzyska¢ analitycznie [18] wykorzystujac metody algebr Liego operatoréw rézniczkowych za-
inicjowane m.in. przez J. Wei i E. Normana [19].

Szerokos¢, przesuniecie w stosunku do czestotliwodci niezaburzonej i ewentualna asyme-
tria linii sa $cisle zwigzane z warunkami, w jakich powstaje linia: zaleza od temperatury i
ci$nienia gazu, ktory swieci, a takze wpltywu innych gazéw, ktére w wyniku zderzen zmieniaja
parametry ruchu emiteréw.

W najprostszym przyblizeniu, jesli zaniedbaé¢ wplyw zderzen swiecacych atoméw gazu z
innymi czastkami, profil linii (tzw. profil Voigta) jest symetryczny i uwzglednia szerokosé oraz
przesuniecie dopplerowskie (zwiazane z ruchem emiteréw) i ciSnieniowe (zwiazana z ci$nie-
niem emitujacego linie gazu). Dodwiadczalny profil linii jest na ogdt splotem profilu Voigta z
tzw. funkcja aparaturowa, ktéra opisuje wplyw przyrzadu pomiarowego (np. zastosowanego
w dos$wiadczeniu interferrometru) na parametry linii.

W bardziej zaawansowanych modelach trzeba uwzgledni¢ wplyw zderzen na ksztalt li-
nii, w szczegdlnosci wpltyw zmiany predkosci emitera po zderzeniu z zaburzajacym atomem
na przesuniecie i szeroko$¢ linii. Ksztalt profilu moze by¢é wyznaczony w oparciu o funkcje
rozkladu F'(t,v), zalezna od czasu i od wektora predkosci ' oraz spelniajacej nastepujace
rownanie kinetyczne typu Boltzmanna:

0 . . > ~ . a ,
aF(t, 0) = —i(wo + k - U)F(t,0) + SF(t,v),
gdzie wg jest czestoscig niezaburzonej linii, a k wektorem falowym emitowanego Swiatla.
W czlonie SF (t, ) ukryte sa poprawki zderzeniowe. W przyblizeniu miekkich zderzen oraz
kwadratowej zaleznosci zderzeniowe]j szerokosci i przesuniecia linii od predkosci, wyznacze-
nie ksztaltu linii sprowadza sie w koncowym etapie do wyznaczenia rozwiazania réwnania
rozniczkowego postaci

%G(t, 7) = AG(t,z),  G(0,7)=e ", (39)

w ktérym rézniczkowy operator A ma postac

~ ) 82
A == 2 a a. 9 40
c1 + cox + c3x +C4wax+c5ax2 (40)
gdzie ¢ sa danymi liczbami zespolonymi.
Z punktu widzenia teorii algebr Liego operator rézniczkowy (40) jest elementem algebry
rozpinanej przez baze [21]

R R R 2 0
{61:1, éog=x, 3 =2", 4 =—, €5 = —=
Ox
zatem rozwiazanie réwnania (39) nalezy do orbity dzialania odpowiedniej grupy Liego na
stan poczatkowy G(0,x), tzn.

G(t,z) = eAG(0, 2). (41)
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Metody znajdowania orbit dziatania grup Liego sa znane i bazuja miedzy innymi na pracach
[19, 21]. To, co znacznie upraszcza (lub wrecz umozliwia w tym przypadku) analityczne
obliczenia, to warunek poczatkowy G(0,x) w postaci funkcji Gaussa, tzn. funkcji nalezacej
do rodziny

{e_(“”"’_“)Q/‘72 102 >0, u€R}.

Latwo zauwazy¢ w oparciu o formule Bakera-Hausdorffa, ze istnieja funkcje gx(t), k = 1,. .., 6,
ktore pozwalaja zapisaé orbite dziatania grupy (41) w postaci rozwiniecia

G(t.x) = explgi () + g2(t)x + gs(t)a”] exp [ga(t) 5|

X exp [g5(t)a:§;} exp {gg(t)(ije“”?, (42)

w ktorym kazdy operator exp[gr (t)éx] przeksztalca funkcje Gaussa w inng funkcje z tej rodziny
(szczegdly w pracy [18]). Zatem rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci

G(t,z) = explhi(t) + ho(t)z + h3(t)z?],

gdzie funkcje hy(t) spelniaja uklad zwyczajnych réwnan rézniczkowych, ktéry mozna rozwia-
za¢ analitycznie [18]! Znajomosé G(t, x) pozwala wyznaczyé F(t, ) w przyblizeniu miekkich
zderzen i kwadratowej zalezno$ci szerokosci zderzeniowej oraz przesuniecia zderzeniowego linii
od predkosci, a w konsekwencji — ksztalt linii I(w):

[eo]

1 .
I(w) = _Re / o, @)= [ F(t.7)d0.

Podsumowujac ten zakres moich badan:

(1) uzywajac metod algebraicznych w zastosowaniu do szczegdlnej algebry Liego operatoréow
rozniczkowych podaliSmy rozwiazanie pewnej klasy réwnan kinetycznych Boltzmanna z
operatorem zderzeniowym typu Fokkera-Plancka uwzgledniajacym zderzenia zmieniajace
predkosé oraz szczegdlna, kwadratows zaleznosé szerokosci i przesuniecia linii od predko-
Sci,

(2) przedyskutowaliémy wplyw wprowadzonych efektéw na ksztalt profilu linii widmowej i
poréwnalismy szczegdlne przypadki ze znanymi wynikami.

6.2. Kwantowanie ukladéw z dyssypacja

Kwantowy opis ukladéw fizycznych, ktére podczas ewolucji traca energie (np. na skutek
réznego rodzaju oporéw), przysparza po dzi§ dzien wiele kltopotéw. Uklady takie jako nie-
hamiltonowskie, nie podlegaja ogdlnie przyjetym, kanonicznym metodom kwantowania. W
zasadzie nie ma dla ich opisu miejsca w standardowym sformutowaniu mechaniki kwantowej
opartej na przestrzeni Hilberta i rownaniu Schrodingera, ktére wprowadza jednoparametrowa
rodzine operatoréw unitarnych okreslajacych odwracalng ewolucje. Wyjécia poza ten forma-
lizm dostarcza kwantowa teoria ukladéw otwartych dopuszczajaca nieunitarna (oparta na
pélgrupie dynamicznej) ewolucje ukladéw z dyssypacja [20]

Mozliwe sa jednak inne metody nieangazujace tak ogdlnej teorii, np. kwantowanie de-
formacyjne oparte o klasyczng przestrzen fazowa wraz z nieprzemiennym sposobem sktada-
nia (splatania) funkcji, czy tez metody kwantowego opisu ukladu z dyssypacja oparte na
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klasycznym réwnaniu ruchu (kwantowanie réwnania ruchu). Niestety, poza najprostszymi
przypadkami, metody te sa trudne do uogdlnienia i bezposéredniego zastosowania.

Ponizej chcialbym sie¢ skupi¢ na omoéwieniu réznych metod kanonicznego kwantowania
modelu tlumionego oscylatora harmonicznego (ang. damped harmonic oscillator — DHO) opi-
sywanego na gruncie klasycznym réwnaniem rézniczkowym

P4 2vi4wiz =0, (43)

gdzie v jest stalg ttumienia, a wy czestoscia drgan wlasnych oscylatora, ktéry jako jeden z

najprostszych, a jednocze$nie najistotniejszych modeli, od dawna jest badany i stuzy jako

swoisty poligon dla réznych metod (krétkie ich omoéwienie i dalsze odnosniki mozna znalezé

w [22]). Pytania, jakie si¢ pojawiaja w tym przypadku dotycza tego

— jak zareprezentowac to réwnanie, aby mozliwe bylo zapisanie jego kwantowego odpowied-
nika,

— jak rozwiazaé¢ ewentualne réwnanie kwantowe, wreszcie

— jak zinterpretowaé¢ otrzymane wyniki, tzn. jak na poziomie kwantowym przejawia sie
dyssypacja?
Wszystkie te pytania okazuja sie byé¢ nietrywialne!
Juz w roku 1931 Bateman [23] podjal prébe zareprezentowania DHO jako ukladu ha-
miltonowskiego z dodatkowym stopniem swobody y, ktéry spelniatby , dualne” réwnanie ze
zmienionym znakiem czlonu dyssypacyjnego:

§— 279+ wiy =0. (44)

Parametr y pelni w tym podej$ciu role zmiennej rezerwuaru odpowiadajacego za ,jodebra-
nie” rozproszonej energii, tak aby caly uklad DHO + rezerwuar byt izolowany. Stata ruchu
(tzw. hamiltonian Batemana) uktadu dynamicznego (43) + (44) przyjmuje postaé

H(2,y, Pz Dy) = Dby + W22y — Y(aps — ypy),  w = Jw} =72, (45)

gdzie kanoniczne pedy p, = y —7y, py = @ +x. Niestety, taki hamiltonian nie opisuje energii
uktadu nawet w granicy v — 0! Niemniej dysponujac hamiltonianem (45) Feshbach i Ticho-
chinsky [24] przeprowadzili kanoniczna kwantyzacje uzywajac generatoréow grupy SU(1,1) i
wyznaczajac energie oraz funkcje wlasne. Wartosci wlasne kwantowego odpowiednika (45)
indeksowane dwoma liczbami

3

57"'5 m:|j|7|.]|+17|]|+2’7

1
=045, %1%

okazaly sie by¢ zespolone
+ . .
B, = 2hwj £ ihy(2m + 1), (46)

a odpowiadajace im funkcje wlasne — nienormowalne w przestrzeni Hilberta. Podkredlmy
jednak, ze operator Hamiltona rozwazany przez Feshbacha i Tichochinsky’ego jest samo-
sprzezony. Liczne interpretacje i uogélnienia otrzymanych wynikéow byly podawane przez
wielu autoréw (szeroka dyskusje tych probleméw mozna znalezé w pracy [25]).

W pracy [26] rozwineliémy inna metode podejscia do problemu kwantowania DHO po-
kazujac, m.in., ze dziwne, zespolone wartosci energii (46) samosprzezonego operatora energii
sg zwigzane z tzw. stanami rezonansowymi, znanymi doskonale z teorii rozpraszania. Nasze
podejécie bazowalo na innej metodzie rozszerzenia (o dodatkowe stopnie swobody) klasycz-
nej przestrzeni fazowej, tak aby otrzymaé uklad hamiltonowski. Zwréémy bowiem uwage za
Pontriaginem [27], ze dowolny uklad dynamiczny

z=X(x), x = (x1,...,oy) € RY (47)
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gdzie X jest dowolnym polem wektorowym na przestrzeni konfiguracyjnej RY, mozna roz-
szerzy¢ do ukltadu hamiltonowskiego na RV x RY z hamiltonianem

N
H(z,p)=p- X(x):=) pX(x). (48)
=1

Oczywiscie polowa réwnan Hamiltona, tzn.

. OH

m—%—X(m)

odtwarza uklad dynamiczny (47), podczas gdy druga polowa opisuje ewolucje dodatkowych

stopni swobody

. OH

pP= _871: .
Kwantowanie takiego ukladu opiera sie na transformacji Wignera-Weyla (WW) klasycznej
funkeji Hamiltona (48), tzn. Hyuane = WW (H) (szczegoly w pracy [26]). Oczywiscie Heyant
jest samosprzezonym operatorem na L?(RY, dax).

Zastosowanie tej metody do uktadu DHO napotyka jeszcze jedng niejednoznacznosé: za-

reprezentowanie réwnania rézniczkowego II rzedu jako uktadu réwnan I rzedu. Przyjeliémy

uklad réwnan na R? w postaci

T —YT1 + wTg
Tog = —YT2 —WT1.

Uktad powyzszy nie jest hamiltonowski, ale metoda Pontriagina mozna go rozszerzyé¢ do
ukladu hamiltonowskiego na R? x R? z funkcjg Hamiltona

H(x,p) = w(piza — pax1) — y(p121 + p2xa) . (49)

Woéwczas zmienne (1,22, p1,p2) sa w bardzo prosty sposéb zwiazane ze zmiennymi hamilto-
nianu Batemana (45)

Py

T = Nk p1 = —Vwy
_ Dz
Vw

Kwantowanie wygodnie jest przeprowadzi¢ we wspélrzednych biegunowych

T2 = —VwWIT, p2 =

T1 + 119 = re'?

wyrazajac kwantowy operator Hamiltona jako

£ .0 0
Hquant = Z(,Uh% + Z’)/h(ra + 1) .

na przestrzeni Hilberta L?(R?, dxidzs) = L2([0,27),dp) ® L?(Ry,rdr). Rozwigzujac zagad-

o~

nienie wlasne dla tego hamiltonianu, HquantWin = EjpzWiy, otrzymalidmy energie wlasne [26,
§4.2]

El)\ = h(lw + )\’Y) (50)
oraz funkcje wlasne
- —i
\Ill)\(’ry gp) e (I)Z(SO) . R/\(r) — %T ()\-‘rl)e ZLP,
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gdzie | = 0,4+1,+2,... oraz A € R. Hamiltonian jest zatem nieograniczony i jego widmo

~

Sp(Hquant) = R. Co wiecej, czesé¢ radialna

1 ,
R(r) = —=r~ M)

Ver

nie jest funkcja z L2(Ry,rdr) i nalezy ja traktowaé jako dystrybucje.”

Jak pokazano w pracy [26, §5], dystrybucje ¥;, wprowadzaja (uogélniony do przestrzeni
dystrybucji) rozkltad spektralny hamiltonianu Batemana. Dzieki niezmienniczo$ci hamilto-
nianu z uwagi na operacje odwrocenia czasu, takze dystrybucje powstale przez zastosowanie
operacji odwrdcenia w czasie prowadza do rozktadu spektralnego. Konieczne okazalo sie wpro-
wadzenie dwoch klas funkcji testowych S¢ C L?(R), ktére w naturalny sposéb prowadza do
dwdch rodzajéw ewolucji: postepowej (,,do przodu w czasie”) i ,cofajacej” w czasie, prowadzac
tym samym do jej nieodwracalnoSci.

Dodatkowo bieguny rezolwenty

oo

~ o~

R(Hquanta Z) = (ﬁquant - Z)_l
rozpatrywanej na zbiorach St maja postac
EE = hlw + iy (]l] + 2n + 1)

i pokrywaja sie z dyskretnymi zespolonymi warto$ciami wlasnymi energii Ejim danymi przez
(46) po identyfikacji
j=5.  m=g(lil+2m) =il +n.

Poniewaz stany wlasne odpowiadajace biegunom rezolwenty znane sg w teorii rozpraszania
jako stany rezonansowe, nasze rozwazania prowadzg do wniosku o wzajemnych zwigzkach po-
miedzy rezonansami, dyssypacja i nieodwracalnoscia ewolucji. Nasze wyniki oznaczaja takze,
ze naturalnym jezykiem matematycznym do opisu tego uktadu jest formalizm dwéch trdjek
Gelfanda opartych o przestrzenie Sy i ich dualne odpowiedniki S’ [29]:

S: ¢ L*R? c S..

" Oczywiscie takze funkcje wlasne Un(r, ) sa dystrybucjami, ktérych dzialanie na funkcji testowej
o(r, ) € S jest nastepujace:

Un(6) = (610) = o= / e TG (r, p)dS = / r e (r)dr
R2
0

gdzie dS = rdrdy oraz
27

bi(r) = = /e”“"cﬁ(r,w)dw-

T o
0

8 Zbiory St sa zdefiniowane w nastepujacy sposéb: funkcja f*: R — C jest w klasie gérnych (+) (dolnych
(-)) funkcji Hardy’ego H2%, jesli f* rozszerza sie do funkcji analitycznej F'* okreslonej na gérnej (dolnej)
zespolonej polplaszezyznie C*, tak ze dla K > 0 zachodzi [28]

sup/ |FE(z + iy)[Pde < K .
y
R

Wéwcezas S+ jest podzbiorem funkcji testowych S takim, ze
S:e={peS8: (p|¥n) e HLY,

innymi stowy, ¢ € S+, jedli funkcja C 3 X — (¢|¥)) € C jest w klasie funkcji Hardy’ego H3.

20



Dalsza dyskusje tych zagadnien, a w szczegdlnosci zwigzku DHO z ukladem o dwuwymiaro-
wym parabolicznym potencjale mozna znalezé w pracy [30].

Réwnanie DHO moze by¢ rowniez reprezentowane przez uktad hamiltonowski zalezny od
czasu. Prosty rachunek pokazuje, ze rownania Hamiltona dla hamiltonianu Caldirola-Kanaia

1 1
Hek(z,p,t) = §m0w2x2 et 4 %pQ e 2t (51)

réwniez odtwarzaja réwnanie DHO. Zwréémy uwage, ze funkcja (51) ma postaé energii oscy-
latora harmonicznego z masa zalezna od czasu m(t) = moe?t, gdzie mg = m(0). Nasuwa to
pomyst, aby rozwazy¢ funkcje Hamiltona z masa w dowolny sposob zalezng od czasu, tzn.

p* 1 2,2

Wéwczas odpowiednie réwnanie Newtona przyjmie postac

L m(t) . _
m—i-mx%-w%—o, (52)

ktéra nazwiemy wogdlnionym réwnaniem oscylatora ttumionego (GDHO) [31]. Problem, ktory
badaliémy w pracy [31] dotyczyl tego jaka posta¢ powinna mieé funkcja m(t), aby

(1) w granicy duzych ¢ réwnanie (52) przechodzilo w réwnanie DHO, tzn.

1 m(t)
H(t) = 5% — o,

(2) rozwiazania réwnania (52) opisywaly drgania tlumione o stalej czestosci w réwnej cze-
stoéci drgan harmonicznych ttumionych

Rozwazalismy takze zagadnienie kwantowania otrzymanych uktaddéw.
Okazalo sie, ze warunki (1)—(2) spelniaja tylko funkcje postaci

R(t) = vtgh(y(t —t0)) oraz  K(t) =7,
gdzie ty jest na tym etapie stala catkowania. Prowadza one do

m(t) = mocosh?®((t — to)) oraz  m(t) = mg e 1)

gdzie w obu modelach przyjeto m(tg) = mg. Oczywiscie przypadek m(t) = mge??¢=1) pro-
wadzi do modelu Caldirola-Kanaia (CK), ktérego kwantowa wersja byla badana (por. [25]).
Ale juz na poziomie klasycznym rysuje sie wyrazna réznica we wilasciwoéciach dynamiki w
obu przypadkach: macierz A“%(¢, o) opisujaca dynamike w modelu CK

x(t) | _ . Zo
( p(t) ) = AT ) ( Po )

AR (ta;t0) = AR (tg; 1) 0 AK(t1;10)

spelnia prawo sktadania

podczas gdy analogiczna macierz AGPHO (¢: t4) opisujaca dynamike drugiego modelu z m(t) =
mq cosh?(y(t — tg)), tego prawa nie spelnia! Fakt ten sklania do interpretowania parametru
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to wystepujacego w m(t) = mqcosh?(y(t — ty)) jako odpowiedzialnego za efekty pamieci (w
sensie niemarkowowskiej dynamiki). Obserwacje te (bardziej szczegélowo dyskutowane w [31])
przenosza si¢ na poziom kwantowych odpowiednikéw omawianych uktadéw. Efekty pamieci
uwidaczniaja sie wéwczas w lamaniu prawa skladania kwantowych propagatoréw

ot
Ko, tio.to) = (ol Texp (= 5 [ HE)dt') o).
to

okreslonych poprzez wybér operator6w Hamiltona H (t). Uogélnienie tych obserwacji pozwo-
lito w [32] na pokazanie, ze (calkowe) réwnanie ewolucji z pamiecia

t
SAtt0) = [ K(t—m)AGr to)dr
to

moze by¢ alternatywnie reprezentowane przez lokalne réwnanie rézniczkowe

d

%A(t, to) = L(t —to)A(t, to),

w ktorym jednak w generatorze L pozostaje informacja o chwili poczatkowej rozpoczecia
ewolucji tg. Ta wlasnoéé odrdznia rownania lokalne z pamiecig od tych, ktore pamieci sa
pozbawione.

Podsumowujac ten zakres moich badan:

(1) uzywajac metody Pontriagina i rozszerzajac uktad ttumionego oscylatora harmonicznego
o dodatkowe stopnie swobody wprowadziliSmy hamiltonian dla tego uktadu, ktéry odtwa-
rza réwnanie ruchu thumionego oscylatora. Pokazalismy, ze wprowadzony hamiltonian jest
réwnowazny hamiltonianowi Batemana,

(2) zaproponowalismy metode kanonicznego kwantowania otrzymanego ukladu hamiltonow-
skiego w zmiennych biegunowych, wyznaczajac wartosci wlasne operatora Hamiltona, jego
funkcje wtlasne i propagator Feynmana. OméwiliSmy takze wtasnosci rozktadu spektral-
nego i rezolwenty,

(3) pokazaliSmy, ze dyskretne wartoéci wlasne hamiltonianu Batemana odpowiadaja poloze-
niu biegunéw rezolwent rozpatrywanych na przestrzeniach funkcji probnych Sy, a funkcje
wlasne odpowiadajace tym wartoscia odpowiadaja za pojawienie sie standéw rezonanso-
wych w tym ukladzie. Przestrzenie Sy i dualne do nich 8’y stanowia elementy dwéch tréjek
Gelfanda, ktére wprowadzaja naturalne matematyczne $rodowisko do opisu uktadu DHO,

(4) zaobserwowalismy, ze pojawienie si¢ stanéw rezonansowych prowadzi do proceséow dyssy-
pacyjnych i nieodwracalnej dynamiki,

(5) zinterpretowali$émy ogdlniejsze réwnania z dyssypacja (52), w ktérych wystepuje zaleznosé
od chwili poczatkowej tg, jako rownania wprowadzajace efekty pamieci. Pokazalismy, ze

obserwacje te przenosza si¢ na poziom kwantowy, prowadzac do tamania przez kwantowy
propagator prawa skladania.

Literatura

[1] J. Jurkowski, Korelacje nieklasyczne. Kwantowe splgtanie i dyskord, Wyd. Naukowe UMK, To-
run, 2014.

22



2]

R. Horodecki, P. Horodecki, M. Horodecki, K. Horodecki, Quantum entanglement, Rev. Mod.
Phys. 81, 865 (2009).

K. Modi, A. Brodutch, H. Cable, T. Paterek, and V. Vedral, The classical-quantum boundary for
correlations: Discord and related measures, Rev. Mod. Phys. 84, 1655 (2012).

L. C. Celeri, J. Maziero, R. M. Serra, Theoretical and experimental aspects of quantum discord
and related measures, Int. J. Quant. Inf. 9, 1837 (2011).

D. Chruscinski, J. Jurkowski, A. Kossakowski, Quantum States with Strong Positive Partial
Transpose, Phys. Rev. A 77, 022113 (2008).

B. Bylicka, D. Chruscinski, J. Jurkowski, On separable decompositions of quantum states with
strong positive partial transposes, J. Phys. A: Math. Theor. 46, 205303 (2013).

J. Jurkowski, D. Chruscinski, A. Rutkowski, A class of bound entangled states of two qutrits,
Open Sys. Information Dyn. 16 (2009) 235-242.

J. Jurkowski, A. Rutkowski, D. Chruscinski, Local Numerical Range for a Class of 2xd Hermitian
Operators, Open Sys. Information Dyn. 17, (2010) 347-359.

J. Jurkowski, On numerical ranges of operators, Quantum Probability and White Noise Analysis
XXX, Quantum Bio-Informatics V, World Scientific, 2013, pp. 217-228.

B. Bylicka, D. Chrudcinski, Witnessing quantum discord in 2 x N systems, Phys. Rev. A 81,
062102 (2010).

J. Jurkowski, D. Chruécinski, Estimating concurrence via entanglement witnesses, Phys. Rev. A
81, (2010) 052308.

J. Jurkowski, Concurrence and its Estimations by Entanglement Witnesses, Quantum Proba-
bility and White Noise Analysis XXVIII, Quantum Bio-Informatics IV, World Scientific, 2011,
pp. 199-208.

J. Jurkowski, Quantum Discord Derived from Tsallis Entropy, Int. J. Quantum Information 11,
1350013 (2013).

J. Jurkowski, Discord Derived from Tsallis Entropy for Werner and Isotropic States, w: Sym-
metries and Groups in Contemporary Mathematics, Ch. Bai, J.-P. Gazeau Mo-Lin Ge, eds.,
XXIX International Colloquium on Group-Theoretical Methods in Physics, Chern Institute of
Mathematics, Tianjin, China, August 20-26, 2012, Nankai Series in Pure, Applied Math. and
Theor. Phys. 11, 615618 (2013).

J. Jurkowski, g-Discord for Generalized Entropy Functions, w: Geometric Methods in Physics,
XXX Workshop, Bialowieza, 26.06-02.07.2011, P. Kielanowski, S. Twareque Ali, A. Odzijewicz,
M. Schlichenmaier, T. Voronov, eds., Trends in Mathematics, Birkhauser, 2013.

R. Ciurylo, A. Bielski, S. Brym, J. Jurkowski, Response of Scanning Fabry-Pérot Interferometer
to the Speed Dependent Voigt Profile, J. Quant. Spectrosc. Radiat. Transfer 53, No. 5, (1995)
493.

A. Bielski, S. Brym, R. Ciurylo, J. Jurkowski Response of Scanning Fabry-Pérot Interferometer
To Speed-Dependent Asymmetric Voigt Profile, Acta Physica Polonica A 90, 523 (1996).

R. Ciuryto, R. Jaworski, J. Jurkowski, J. Szudy, A. S. Pine, Spectral line shapes modeled by a
quadratic speed-dependent Galatry profile, Phys. Rev. A 63, 032507 (2001).

J. Wei, E. Norman, Lie Algebraic Solution of Linear Differential Equations, J. Math. Phys. 4,
575 (1963).

H.-P. Breuer, F. Petruccione, The theory of open quantum systems, Oxford Univ. Press, Oxford,
New York, 2002.

G. Dattoli, M. Richetta, G. Schettini, A. Torre, Lie algebraic methods and solutions of linear
partial differential equations, J. Math. Phys. 31, 2856 (1990).

J. Jurkowski, An Introduction to Quantization of Dissipative Systems. The Damped Har-
monic Oscillator Case, Quantum Probability and White Noise Analysis XXVI, Quantum
Bio-Informatics ITI, World Scientific, 2010, pp. 167178,

H. Bateman, Phys. Rev. 38, (1931) 815.

H. Feshbach and Y. Tikochinsky, in: A Festschrift for I.I. Rabi, Trans. New York Ac. Sc. Ser. 2
38, (1977) 44.

Y. Tikochinsky, J. Math. Phys. 19 (1978) 888.

H. Dekker, Phys. Rep. 80, (1981) 1-112.

D. Chruscinski, J. Jurkowski, Quantum Damped Oscillator I: Dissipation and Resonances, Ann.

Phys. 321, 854-874 (2006).

23



[27] L.S. Pontriagin, V. G. Baltanskij, R. V. Gamkrelidze, E.F. Miscenko, The Mathematical Theory
of Optimal Processes, Wiley, New York, 1962.

[28] M. Gadella, F. Gomez-Cubillo and S. Wickramasekara, Hardy class functions for potential scat-
tering and decay, Rep. Math. Phys. 62, 129 (2008).

[29] A. Bohm, H.-D. Doebner, P. Kielanowski, Irreversibility and Causality, Semigroups and Rigged
Hilbert Spaces, Lect. Notes Phys. 504, Springer, Berlin, 1998.

[30] D. Chrusciniski, Quantum damped oscillator II: Bateman’s Hamiltonian vs. 2D parabolic potential
barrier, Ann. Phys. 321, 840—853 (2006).

[31] D. Chrudcinski, J. Jurkowski, Memory in Nonlocally Damped Oscillator, Quantum Probabi-
lity and White Noise Analysis XXVI, Quantum Bio-Informatics III, World Scientific, 2010,
pp. 155-166.

[32] D. Chruscinski, A. Kossakowski, Non-Markovian Quantum Dynamics: Local versus Nonlocal,
Phys. Rev. Lett. 104, 070406 (2010).

7. Kierowanie i udzial w projektach badawczych

(1) Wspoétwykonawca Grantu MENiS 3004/B/H03/2007/33,
Kwantowe splgtanie: analiza i klasyfikacja, 2007-2010.

(2) Wspétwykonawca Grantu Narodowego Centrum Nauki,
projekt DEC-2011/03/B/ST2/00136,
Kwantowe korelacje: analiza, detekcja i dynamika

8. Referaty i udzial w konferencjach

8.1. Referaty na konferencjach naukowych

(1) 40th Symposium on Mathematical Physics, 25-28 czerwca 2008, ,,Geometry and Quanta”,
referat: Testing the new class of PPT states for entanglement

(2) Satelite Conference of ICQBIC09, Suwa, Japan, 6-7.03.2009,
referat: Introduction to quantisation of dissipative systems.

(3) ICQBICO9 International Conference on Quantum Biolnformatics, Tokyo University of
Science, Noda, Japan, 11-14.03.2009,

referat: Nonlocally damped harmonic oscillator and its quantisation.

(4) International Conference QBIC10, Tokyo University of Science, Noda, Japan, 10-13.03.2010,
referat: On estimations of entanglement measures.

(5) 28th International Colloquium on Group-Theoretical Methods in Physics, Northumbria
University, New Castle, Great Britain, 26-30.07.2010,
referat: On estimations of entanglement measures,

(6) International Conference on Quantum Bio-Informatics, Tokyo University of Science, No-
da, Japan, 7-14.03.2011,
referat: On local numerical ranges of operators,

(7) XXX Workshop on Geometric Methods in Physics, Bialowieza, Poland, 26.06-2.07.2011,
referat: g-Discord for generalized entropies.

(8) XXIX International Colloquium on Group-Theoretical Methods in Physics, Chern Insti-
tute of Mathematics, Tianjin, China, 20-26.08.2012,
poster: Discord Derived from Tsallis Entropy for Werner and Isotropic States.

24



8.2. Udziatl w konferencjach naukowych

1
2
3
4

XXVI Symposium on Mathematical Physics, Torun, 1993.
Quantum Systems. New Trends and Method, Minsk, Belarus, 1994.
VI Workshop Open Systems & Information Dynamics, Torun, 1994.
XXVII Symposium on Mathematical Physics, Torun, 1994.

Classical and Quantum Gauge Theory, Warszawa, 05.1995.
7
8
9) XXVIII Symposium on Mathematical Physics, Torun, 1995.

10) VII Workshop Open Systems & Information Dynamics, Torun, 1996.

Classical and Quantum Gravity, Warszawa, 05.1995.

)

)

)

)

5) Hamiltonian and Lagrangian Mechanics, Warszawa, 05.1995.

)

)

) VI International Conference on Differential Geometry and Applications, Brno, 1995.
)

(
(
(
(
(
(6
(
(
(
(
(

11) XXTI International Colloquium on Group Theoretical Methods in Physics, Goslar, July
1996.

(12) XXIX Symposium on Mathematical Physics, Torun, 1996.

(13) Fifth International Wigner Symposium, Wieden, 25-29.08.1997.

(14) VIII Workshop Open Systems & Information Dynamics, Torun, 1998.
(15) XXX Symposium on Mathematical Physics, Torun, 1998.

(16)

16) XXXI Symposium on Mathematical Physics, 18-21 maja 1999, ,,Solitons and Nonlinear

Phenomena”

(17) 32nd Symposium on Mathematical Physics, 6-10 czerwca 2000, ,,Symmetries in Nonli-
near Systems”

(18) 33rd Symposium on Mathematical Physics, 5-9 czerwca 2001, ,,Nonholonomic Systems
and Contact Structures”

(19) 34th Symposium on Mathematical Physics, 14-18 czerwca 2002, ,,Physical and Control-Theoretic
Applications of Sub-Riemannian and Finsler Geometries”

(20) 35th Symposium on Mathematical Physics, 10-11 pazdziernika 2003,

(21) 36th Symposium on Mathematical Physics, 9-12 czerwca 2004, ,Open Systems and
Quantum Information”

(22) 37th Symposium on Mathematical Physics, 17-18 czerwca 2005,

(23) 38th Symposium on Mathematical Physics, 4-7 czerwca 2006, ,,Quantum Entanglement
and Geometry”

(24) 39th Symposium on Mathematical Physics, 11-12 czerwca 2007,

(25) 40th Symposium on Mathematical Physics, 25-28 czerwca 2008, ,,Geometry and Quan-
ta” ,

(26) 41st Symposium on Mathematical Physics, Torun, Poland, 5-6.06.2009.
(27) 12th Workshop: Non-Commutative Harmonic Analysis, Bedlewo, Polska, 16-22.08.2009.

(28) Satelite Conference of ICQBICO09, referat: Introduction to quantisation of dissipative
systems, Suwa, Japan, 6-7.03.2009.

25



(29) ICQBICO9 International Conference on Quantum Biolnformatics, Tokyo University of
Science, Noda, Japan, 11-14.03.2009.

30) Symmetry and Structural Properties of Condensed Matter, Myczkowce, Poland, 2-9.09.2009.
31) International Conference QBIC10, Tokyo University of Science, Noda, Japan, 10-13.03.2010.
32) 42nd Symposium on Mathematical Physics, Torun, Poland, 19-22.06.2010.

33) 28th International Colloquium on Group-Theoretical Methods in Physics, Northumbria
University, New Castle, Great Britain, 26-30.07.2010.

(
(
(
(

(34) International Conference on Quantum Bio-Informatics, Tokyo University of Science,
Noda, Japan, 7-14.03.2011.

35) 43rd Symposium on Mathematical Physics, Torun, Poland, 20-22.06.2011.
36) XXX Workshop on Geometric Methods in Physics, Bialowieza, Poland, 26.06-2.07.2011.
37) 44th Symposium on Mathematical Physics, Torun, Poland, 20-24.06.2012.

38) XXIX International Colloquium on Group-Theoretical Methods in Physics, Chern In-
stitute of Mathematics, Tianjin, China, 20-26.08.2012.

o~ o~ o~ o~

e

26



